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Doch Mut und nicht verzweifeln, lieber Leser! Ich halt’s unter meiner
Wiirde, und mar soll es geniigen, dich meiner Macht ausgeliefert zu wis-
sen.

Laurence Sterne Tristram Shandy
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Das einfache irische Volk: Aber das ist doch bestimmt nicht der Anfang,
oder? So kann man keine Geschichte anfangen lassen.

Ich: Nein, das ist nicht der Anfang.
Das einfache irische Volk: Aber was...

Ich: Waren Sie denn noch nie im Kino? Dies ist der Vorspann. Der Vorspann
zeigt die Hohepunkte der Geschichte.

Flann O’Brien Trost und Rat
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Einleitung

In seiner Arbeit [Tra, p.29] aus dem Jahre 1970 schreibt Andrzej Trautman:

Few words have been abused by physicists more than relativity, symmetry,
covariance, invariance and gauge or coordinate transformations. |...] Fib-
re bundles provide a convenient framework for discussing the concepts of
relativity, invariance, and gauge transformations.

Das Ziel der ersten beiden Kapitel der vorliegenden Arbeit ist es, in Anlehnung an
Trautman und mit Hilfe der Differentialgeometrie, insbesondere der Theorie der Zusam-
menhénge in Prinzipalfaserbiindeln, mehr Klarheit in die Konstruktion einer Schrédin-
gergleichung zu bringen, wie man sie aus einer einfithrenden Vorlesung iiber Quan-
tenmechanik kennt. Wir beschrinken uns dabei auf den Fall eines einzelnen spinlosen
Teilchens.

In den meisten Lehrbiichern gehen die Autoren vom sogenannten ,Konfigurations-
raum der klassischen Mechanik®, typischerweise R?, aus und lassen nebenher die Zeit,
typischerweise R, verrinnen, d.h. sie verwenden als Raumzeit das kartesische Produkt
R x R3. Eine Zustandsabfolge wird dann von einer durch die Zeit parametrisierten
Kurve im Hilbertraum der quadratintegrablen, komplexwertigen Funktionen auf dem
Konfigurationsraum beschrieben. Die Schrodingergleichung bestimmt die Evolution ei-
nes vorgegebenen Anfangsvektors im erwihnten Hilbertraum. Gleichzeitig wird meist
betont, dafl die so formulierte Quantenmechanik eine , nicht-relativistische“, oder bes-
ser, ,, Galilei-relativistische” Theorie ist. Allerdings steht die Aufspaltung der Raumzeit
in einen absoluten Zeitanteil R und in einen absoluten Raumanteil, dem Konfigura-
tionsraum R3, in scheinbarem Widerspruch zur Galileischen Relativitéitstheorie, die
keinen absoluten Raum kennt.

In den angesprochenen Lehrbiichern behilft man sich aus dieser Situation, indem man
Galileitransformationen zwischen den Raumzeiten betrachtet, das sind Abbildungen
vom Typ

g:-RxR>® - RxR?

() = ()00

mit v, a € R? (Spaltenraum), R € O(3), 7 € R, und Matrixmultiplikation.
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Es wird dann darauf hingewiesen, daf§ die Aufspaltung der Raumzeit in einen absoluten
Zeitanteil und in einen absoluten Raumanteil der Einfithrung eines Inertialsystems
entspricht. Zwischen je zwei Inertialsystemen vermittelt eine bestimmte Galileitrans-
formation g. Im Weitern wird iiblicherweise die zu einem Inertialsystem definierte,
meist freie Schrodingergleichung, zu deren Konstruktion die Koordinaten dieses
gewahlten Inertialsystems verwendet werden, mittels einer Galileitransformation
in ein anderes Inertialsystem umgerechnet. Die so erhaltene Differentialgleichung
unterscheidet sich jedoch im Allgemeinen von der in diesem weitern Inertialsystem
definierten Schrodingergleichung.

Die Schrodingergleichungen zu den einzelnen Inertialsystemen sind also im Allge-
meinen inkompatibel zueinander. Im Gegensatz dazu sind die Diracgleichungen, zu
deren Konstruktion iiblicherweise ebenfalls die Koordinaten der jeweils gewéhlten
Inertialsysteme verwendet werden, zueinander kompatibel, was sowohl an der ,,Form
der Diracgleichung® als auch an den Lorentztransformationen zwischen den Inertialsy-
stemen der verwendeten Einstein-relativistischen Raumzeit liegt. Analoges gilt fiir die
Maxwellgleichungen, die sich ja auch ohne Hilfe eines Inertialsystems schreiben lassen.

Das erste Kapitel liefert nun die notwendigen Definitionen und Begriffe, um in
koordinatenfreier Weise von einer mathematischen Beschreibung der Galileischen
Raumzeit zu sprechen. Es wird der in weiterer Folge wichtige Begriff eines inertialen
Rahmens auf einer Galileischen Mannigfaltigkeit (M, 0, g, V) eingefiihrt, der das Kon-
zept des inertialen Beobachters (Inertialsystems) in der Galileischen Relativitéatstheorie
beschreibt. Das Transformationsverhalten dieser Rahmen und der an sie angepafiten
Karten liefert die Verbindung zu den oben angesprochenen Galileitransformation. Der
Zusammenhang zwischen den Automorphismen (,aktive Galileitransformationen®)
und dem Wechsel von inertialen Karten (,,passive Galileitransformationen®) wird am
Beispiel der vollstiandigen Galileischen Mannigfaltigkeiten dargestellt.

Im zweiten Kapitel fithren wir die sogenannte ,, minimale Kopplung* als Zusammenhang
im trivialen U(1)-Prinzipalfaserbiindel M x U(1) ein und definieren Wellenfunktionen
als bestimmte Schnitte in einem zu M x U(1) assozierten hermiteschen Vektorbiindel
iitber M. Somit sind wir in der Lage, Schrodingergleichungen auf einer Galileischen
Mannigfaltigkeit zu definieren, deren ,inertialer Koordinatenausdruck® der iiblichen
Konstruktion entspricht, und weiters die von Trautman angesprochenen Begriffe
,Invarianz, Eichtransformationen“ etc. ohne Zuhilfenahme von Koordinatensystemen
zu diskutieren. Wie aus der obigen Diskussion zu erahnen ist, erkennt man, dafl
es keine kanonische Schrodingergleichung gibt, sondern, dafl die zu einer gewéhlten
minimalen Kopplung und einem gewéhlten inertialen Rahmen definierten Schrodinger-
Differentialoperatoren im Allgemeinen verschieden voneinander sind, sodal man
nicht von der, sondern von den Schrédingergleichungen sprechen sollte. In diesem
Sinne ist ,die Schrodingergleichung® nicht ,,Galilei-invariant® wie die Maxwellglei-
chungen , Lorentz-invariant“ sind. Allerdings lassen sich die Losungsmengen zu den
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verschiedenen Schrodingergleichungen, adhnlich zur sogenannten ,,Eichinvarianz der
Schrodingergleichung®, bijektiv ineinander abbilden, sodal die Erwartungswerte
beziiglich den jeweiligen inertialen Beobachtern richtig transformieren. Ein weiteres
Ergebnis ist die sogenannte ,,Galilei-Invarianz der freien Schrodingergleichung®, die
im Falle einer vollstdndigen Galileischen Mannigfaltigkeit zu einer Operation der
Automorphismengruppe auf der Losungsmenge der ,freien Schrodingergleichung*
fithrt, vgl. ,,Galilei-Symmetrie der Dynamik“ in der klassischen Mechanik [Rot].

Man erkennt schon an dieser vorauseilenden Diskussion, daf§ Andrzej Trautman mit
seiner Bemerkung Recht hatte. In der vorliegenden Arbeit werden daher die von
ihm zitierten Begriffe ,,Relativitdt, Symmetrie, Ko- und Invarianz“ moglichst wenig
verwendet. Es wird statt dessen versucht, die angesprochenen Zusammenhéinge in
mathematischer Weise moglichst klar zu formulieren.

Aus dem zweiten Kapitel, das den {iblichen Zugang zur Schrodingergleichung, besser,
zu den Schrodingergleichungen formuliert, erkennt man, dal (bei fixierter minimaler
Kopplung) ein und derselbe (dieselbe) physikalische Zustand(sabfolge) je nach Wahl
eines inertialen Beobachters verschiedene mathematische Beschreibungen verlangt. Es
stellt sich die Frage, ob es, wie bei den Maxwellgleichungen, einen Ausweg aus dieser
unbefriedigenden Situation gibt, indem man ohne Hilfe eines inertialen Beobachters
eine Schrodingergleichung auf einer geeigneten Mannigfaltigkeit definiert, sodaf
man bei nachtriaglicher Wahl eines inertialen Beobachters, die iibliche Theorie aus
dem zweiten Kapitel erhélt. Die Losungen dieser Schrodingergleichung beschreiben
dann auf beobachterunabhéngige Weise den (die) Zustand(sabfolge) eines spinlosen
Teilchens.

Die Kapitel drei und vier diskutieren zwei unterschiedliche Vorgangsweisen zur
Losung dieser Aufgabenstellung. Im dritten Kapitel wird dabei auf das Galileibiindel
einer Galileischen Mannigfaltigkeit zuriickgegriffen, das schon bei der Formulierung
von Galileischen Mannigfaltigkeiten im ersten Kapitel niitzlich war. Das vierte
Kapitel verwendet sogenannte ,, Bargmann-Mannigfaltigkeiten“ und stiitzt sich dabei
auf die Arbeiten [Duv.et.al.], [Duv|, [Tull] und [Tul2]. Es sind aber auch eigene
Erweiterungen enthalten, etwa der Bergiff des gelifteten Bargmannrahmens, die hier
verwendete Definition des kanonischen linearen Zusammenhangs auf der induzierten
Galileischen Mannigfaltigkeit einer Bargmann-Mannigfaltigkeit, die induzierte mini-
male Kopplung, die inertiale Zusammenhangs-1-Form zu einem inertialen Rahmen,
deren Intgralmannigfaltigkeiten und induzierte Schnitte, der Zusammenhang zu
den Schrodingergleichungen auf der induzierten Galileischen Mannigfaltigkeit, die
Definition der Impuls- und Ortsoperatoren sowie die dquivalente Formulierung der
Impulsortsoperatoren ausgehend von einem inertialen Dualrahmen, die beobach-
terunabhéngige Definition des Stromdichtevektorfeldes einer Wellenfunktion und
Satz 4.7.



Es gibt eine Theorie, die besagt, wenn jemals irgendwer rausfindet, wozu
das Universum da ist und warum es da ist, dann verschwindet es auf der
Stelle und wird durch etwas noch Bizarreres und Unbegreiflicheres ersetzt.

Es gibt eine andere Theorie, nach der das schon passiert ist.

Douglas Adams Das Restaurant am Ende des Universums
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Kapitel 1

Die Galileische Raumzeit

Um von einer Schrodingergleichung, oder genauer, von einer Wellenfunktion, die eine
solche erfiillt, sprechen zu kénnen, mufl erkldrt werden, welche mathematischen Ob-
jekte darunter zu verstehen sein sollen. Der iibliche Zugang in einem einfiihrenden
Buch iiber Quantenmechanik besteht darin, den sogenannten ,,Ortsraum® durch ein
kartesiches Koordinatensystem R3 zu beschreiben und komplexwertige Funktionen von
diesen drei Raum- und einer zusatzlichen Zeitvariablen zu betrachten, oder, ohne néhe-
re Erlauterungen, einfach nur () zu schreiben.

Im ersten Kapitel dieser Arbeit werden eine allgemeinere und préziesere Definition von
Raumzeit und davon abgeleitete Begriffe diskutiert, die in den anschlieSfenden Kapiteln
als Grundlage fiir die Konstruktion von Wellenfunktionen und Schrodingergleichungen
dienen werden.

Die mathematischen Hilfsmittel dafiir kommen aus dem Gebiet der Differentialgeome-
trie. Falls nicht eigens gekennzeichnet, werden die hier nicht erklérten mathematischen
Begriffe der Differentialgeometie verwendet, wie sie im Standardwerk [Kobl] definiert
sind. Fiir eine kurze Einfiihrung in das Themengebiet wird auf [Ish] verwiesen.

1.1 Definition einer Galileischen Mannigfaltigkeit

Der ,nicht-relativistischen“, oder besser, ,Galilei-relativistischen“ Quantenmechanik!
und somit der Schrodingergleichung liegt das physikalische Konzept der Galileischen
Raumzeit zugrunde. Eine mathematische Beschreibung der Galileischen Raumzeit
erhélt man mit dem Begriff einer Galileischen Mannigfaltigkeit.

Deren hier angefiihrte Definition stiitzt sich auf dhnliche Definitionen in [Dom], [Kiin],
[Lool] und [Rot].

In wie weit die ,,Galilei-relativistische* Quantenmechanik und die Schrodingergleichung ,, Galilei-
invariant“ sind, wird in Kapitel 2 untersucht werden.
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Definition 1.1 (Galileische Mannigfaltigkeit) Ein Quadrupel (M,0,g,V) heifit
Galileische Mannigfaltigkeit, wenn es folgende Bedingungen erfiillt:

(1) M ist eine wegzusammenhingende, einfach zusammenhingende, parakom-
pakte, 4-dimensionale Mannigfaltigkeit, deren zweite de-Rahmsche Kohomolo-
giegruppe trivial ist (H2,(M) = 0).

(2) 6 ist eine geschlossene, nirgends verschwindende 1-Form auf M.

(3) g ist eine positiv definite Fasermetrik auf dem Untervektorbiindel
R(M) := ker(8) C T (M) der raumartigen Tangentialvektoren bzgl. 6.

(4) V ist ein kriimmungs- und torsionsfreier linearer Zusammenhang auf M, der
mit 6 und g vertraglich ist, d.h. VO = 0 und V ist metrisch, vgl.[Dom, p.296] und
Seite 7 dieser Ausarbeitung.

Eine Galileische Mannigfaltigkeit (M, 6, g, V) heifit volistindige Galileische Mannigfal-
tigkeit, falls der lineare Zusammenhang V vollsténdig ist.

ERLAUTERUNGEN:

ad (1): Beim Begriff Mannigfaltigkeit, wie er hier nach [Kobl, p.2f] verwendet wird,
ist eine andere topologische Eigenschaft von M schon eingebaut, ndmlich wird gefor-
dert, dafl M ein Hausdorffraum ist. Die Plausibilitdt der topologischen Forderungen
hausdorffsch, wegzusammenhéngend und parakompakt sowie Beispiele von topologi-
schen Raumen, die diese Eigenschaften nicht haben, werden in [Ger2, p.99ff] untersucht.
An der selben Stelle findet sich auch eine Liste von dquivalenten Eigenschaften zur Para-
kompaktheit im Falle einer wegzusammenhéngenden, hausdorffschen Mannigfaltigkeit,
was den Begriff der Parakompaktheit in dem vorliegenden Fall etwas anschaulicher im
Vergleich zu seiner tiblichen Definition, vgl. z.B. [Jén, p.152], macht.
Dadurch, dafl man M parakompakt und einfach zusammenhdngend annimmt, wird
auflerdem der Umgang mit dem kriimmungsfreien Zusammenhang und dem Rah-
menbiindel von M sehr vereinfacht, wie sich spéater zeigen wird. Insbesondere folgt,
dafl das Rahmenbiindel von M trivial ist und somit M parallelisierbar und orientier-
bar ist, vgl. Seite 10.
Andererseits zeigen die Arbeiten von Geroch [Gerl, p.1743] und Marathe [Mar2], dafl
eine wegzusammenhéngende, hausdorffsche Mannigfaltigkeit versehen mit einem linea-
ren Zusammenhang schon parakompakt ist. Die Parakompaktheit von M folgt
also schon aus den anderen Forderungen an (M, 0, g, V).
Da M einfach zusammenhéngend ist, folgt weiters, dafl die erste de-Rhamsche Kohomo-
logiegruppe trivial ist (Hj,(M) = 0), vgl. dazu [Nak, p.201f Theorem 6.19] und [Kobl,
p.284f. Factorization lemmal. Die Trivialitét der ersten und zweiten de-Rhamschen Ko-
homologiegruppe fiithrt zum {iiblichen Zusammenhang zwischen elektromagnetischem
Feld, Potential und Umeichungsfunktion.
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Manche Autoren fordern von M, homéomorph zum R* zu sein. In diesem Fall sind die
topologischen Forderungen in (1) offensichtlich erfiillt.

Schliellich stellt die Forderung an M, eine 4-dimensionale Mannigfaltigkeit zu sein,
mathematisch keine notwendige Einschriankung dar, sondern ist rein physikalisch
motiviert. Ohne weitere Schwierigkeiten kénnte die vorliegende Arbeit auf n + 1-
dimensionale Galileische Mannigfaltigkeiten (n € {1,2,3,...}) umgeschrieben werden,
die ansonsten dieselben Strukturen tragen. So sind etwa die ersten Séatze und Lemmata
in dieser Allgemeinheit der Dimension von M gehalten.

ad (2): Da Hlx(M) = 0, sind die geschlossenen 1-Formen die exakten 1-
Formen, wodurch garantiert wird, dafl 6 durch eine bis auf eine additive Konstan-
te bestimmte Funktion t auf M geschrieben werden kann als # = dt. Eine solche
Funktion t heifit Zeitfunktion. Da die sogenannte Zeit-1-Form 6 auflerdem nirgends
verschwindet, liefert sie eine Blétterung von M. Die zugehorigen 3-dimensionalen
Blatter heiflen instantane Rdume und sind die Nullstellengebilde einer Zeitfunktion
t. Man erklart fir x,y € M die Aquivalenzrelation gleichzeitig durch = ~ y <
x und y liegen im selben Blatt beziiglich 0 < t(x) = t(y) fiir eine Zeitfunktion t. Der
Quotientenraum 7' := M/ heifit absolute Zeit. Mit der kanonischen Projektion 7y zu
~ bekommt man ein Faserbiindel (M, 77, T)).

ad (3): Ein Tangentialvektor v € T(M) heifit raumartig bzgl. der Zeit-1-Form 6,
falls 0(v) = 0 < v € ker(f), und zeitartig, falls 6(v) # 0. Das Biindel R(M) :=
ker(9) C T(M) ist ein Untervektorbiindel des Tangentialbiindels von M. Die raumar-
tigen Vektoren sind tangential an die durch 6 definierten instantanen Rdume > € T'.
Die positiv definite Fasermetrik g auf R(M) mifit also Langen und Winkel nur innerhalb
eines instantanen Raumes nicht aber in ganz M.

ad (4): In [Kobl, p.63] bezeichnet der Begriff ,, Zusammenhang (connection)“ eine

bestimmte Zuweisung von horizontalen Unterrdumen im Tangentialbiindel eines Prin-
zipalfaserbiindels und V ist dort das Symbol fiir die vom Zusammenhang induzierte
kovariante Ableitung. In dieser Arbeit wird fiir beide mathematische Objekte das
Symbol V verwendet, da sie in eineindeutiger Beziehung stehen.
Die Vertraglichkeit des linearen Zusammenhanges V mit den Strukturen 6 und
g bewirkt, dal der zu V gehorende Paralleltransport von Tangentialvektoren die
Strukturen 6 und ¢ invariant 1a8t, d.h. 0(Pt(v)) = O(v) fir v € T,(M) und
g(Pt(r), Pt(s)) = g(r,s) fir r,s € R.(M), x € M, wobei Pt den Paralleltransport ent-
lang einer bei x beginnenden Kurve in M bezeichnet. V heifit vollstandig (vgl.[Kobl,
p.139]), falls der Definitionsbereich des affinen Parameters jeder Geodéte auf ganz R
erweiterbar ist. Diese Figenschaft garantiert in der klassischen Massenpunktmechanik,
dafl die Weltlinie eines freien Teilchens fiir alle Zeiten definiert ist.
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1.2 Aquivalente Formulierungen

Satz 1.1 Sei M eine Mannigfaltigkeit mit einer nirgends verschwindenden 1-Form 6
und bezeichne R(M) := ker(0) das Untervektorbindel der raumartigen Tangential-
vektoren bzgl. 6. Dann gilt:

Zu jeder positiv definiten Fasermetrik g auf R(M) gibt es auf natiirliche
Weise genau eine symmetrische Bilinearform h auf T*(M) mit h(0,.) =0
und Signatur sign(h) = (0,1, ..., 1).

Wir beweisen zuerst das folgende

Lemma 1.1 Fiir eine Mannigfaltigkeit M mit einer nirgends verschwindenden 1-Form
0 gilt:

Fir alle v € M ist R (M) kanonisch isomorph zu T, (M)/(R 6,).

Beweis.
Sei x € M. Fir alle @ € R:(M) bezeichne & € T} (M) eine Erweiterung von «, d.h.
a:Ty(M) — R linear und & |p, ()= . Weiters sei [-] : Ty(M) — Tx(M)/(R6,) die
kanonische Projektion. Dann ist die Abbildung

¢o s B (M) — T;(M)/(R6,)
a = ¢x(a) :=a]

der gewiinschte Vektorraumisomorphismus.

Wohldefiniertheit: Sei & eine zweite Erweiterung von « und die Zeile b = (bg, b) mit
b= (by,...,bn), n+1:=dim(M) eine an 6 angepaBite Basis von T,.(M), d.h. 8(by) = 1
und 0(b;) = 0, Vi = 1,...,n. Sei weiters die Spalte B = (]]3;) die zu b duale Basis. Es
gilt BY =6, und a = a(by)B® + a(b) B, & = a(by) B® + &(b) B und somit

& = a+ (a(by) — a(bo))b. < [a] = [a].
Linearitat: Verwende z.B. wiederum eine angepafite Basis.
Bijektivitat: Durch Angabe der Umkehrabbildung:

¢ 1 Ty (M)/(RO;) — Ry(M)
(D] — ¢, (D) = Dlr, o) - O

Beweis des Satzes.
Sei h wie im Satz. h faktorisiert zu einer positiv definiten Fasermetrik auf 7%(M) /(R 6),
da h(f,.) = 0 und sign(h) = (0,1, ..., 1). Mit Hilfe des Lemmas erhilt man eine positiv
definite Fasermetrik auf R*(M) und letztlich eine positiv definite Fasermetrik auf
R(M). Startet man umgekehrt mit einem g wie im Satz, so bekommt man analog eine
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positiv definite Fasermetrik auf 7%(M)/(R#), die eindeutig durch Faktorisieren aus
einem h hervorgeht, wenn man h(f,.) := 0 setzt. Die beschriebenen Zuordungen sind
zueinander invers. O

Im Folgenden zeigen wir, daf3 die Strukturen 6 und ¢ eine Reduktion des Rah-
menbiindels L(M) induzieren und, dafl umgekehrt jede geeignete Reduktion des Rah-
menbiindels eine Zeit-1-Form # und eine Fasermetrik g auf dem Biindel der raumartigen
Vektoren bzgl. € bestimmt, sodafl die Konstruktionen zueinander invers sind.

Definition 1.2 Sei (M, 0, g) eine n+1-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer nir-
gends verschwindenden 1-Form 6 und einer positiv definiten Fasermetrik g auf ker(6).
Das Galileibiindel Gal(M) von (M, 6, g) ist die Menge der an # und g angepafiten
Elemente des Rahmenbiindels L(M).

Gal(M) := {b = (by,b) € L(M) : 8(by) = 1,0(b) = 0, g(b%,b) = 1,.},

wobei * Transponieren bedeutet, und 1, die n x n Einheitsmatrix ist. Die homogene
Galileigruppe T',, von (M,0,g) ist die Menge der Transformationsmatrizen zwischen
zwel Elementen einer Faser von Gal(M).

Aus der Definition von Gal(M) ist klar, dal Gal(M) ein reduziertes Biindel des
Rahmenbiindels L(M) mit Strukturgruppe I', € Gl,,41(R) ist. Eine einfache Rechnung
zeigt, dal die homogene Galileigruppe

r, = {( 11) % ) € Glp11(R) : v € R"(Spalten), R € O(n)}

ist und Dimension @ besitzt.

Genauer, vgl. [Kobl, p.53]: (Gal(M),n, M,T,,) — (L(M),n, M,Gl,+1(R)) ist eine Re-
duktion der Strukturgruppe Gl,.1(R) von (L(M), 7, M,Gl,.1(R)) auf I';,, wobei die
Einschrankung der Projektion 7 : L(M) — M auf Gal(M) wieder mit 7 bezeichnet
wurde.

Satz 1.2 Sei M eine n+1-dimensionale Mannigfaltigkeit und
(P,x, M,T,)) — (L(M), 7, M, Gl 1 (R)),

mit f : Iy — Gl (R) Inklusion, eine Reduktion der Strukturgruppe Gl,,1(R)) von
L(M) auf T',,. Dann lassen sich eine nirgends verschwindende 1-Form 6 und eine po-
sitiv definite Fasermetrik g auf ker(0) definieren, sodaff das Galileibiindel Gal(M) von
(M, 0,q) gleich P ist. (Identifikation von P mit f(P): (P,m, M,T,) ist ein Unterbiindel
von L(M) mit Strukturgruppe T',,)
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Bewers.
Seien x € M beliebig, die Zeile b = (b, b) im Bild von f mit m(b) = x und die Spalte
B = (%O) die zu b duale Basis. Definiere 6, := BY. B%(by) = 1 garantiert, daf} ¢
nirgends verschwindet.
Wohldefiniertheit: Sei a = (ag, @) ebenfalls im Bild von f mit m(a) = = und die Spalte

% ) fiir geeignetes v € R" und

) B, woraus A = B folgt.

A= (ﬁo) die zu a duale Basis. Dann ist a = b

1 0
—R 1w R
Man definiert nun auf ker () eine positiv definite Fasermetrik g, indem man die b von
oben als orthonormal erklart, was auf Grund der Transformation a = bR durch eine
orthogonale Matrix R wohldefiniert ist. O

R € O(n). Weiters gilt A = (

BEMERKUNG: Satz 1.2 garantiert nicht, dal die durch die Reduktion des Rah-
menbiindels induzierte 1-Form 6 geschlossen ist! Fordert man jedoch zusitzlich?, dafl
auf M ein torsionsfreier linearer Zusammenhang definiert ist, der mit 6 vertraglich
ist, so folgt aus der die Torsion betreffenden Strukturgleichung ([Kobl, p.121]), dafl ¢
geschlossen ist. Da der Beweis dieser Behauptung noch etwas Vorarbeit braucht, wird
er spéter nachgeholt (siche Seite 9).

Als néchstes wird auf die Konsequenzen der Vertriglichkeit von V mit den Struk-
turen 6 und g fiir die Formulierung mit Gal(M) eingegangen.
Jeder lineare Zusammenhang V auf einer Mannigfaltigkeit M ist gleichbedeutend mit
einem Zusammenhang im Prinzipalfaserbiindel (L(M), 7, M, Glgim)(R)), vgl.[Kobl,
p.118ff, p.143]. Wir werden zeigen, daf die Vertréglichkeit von V dasselbe bedeutet,
wie die Tatsache, dafl V reduzibel auf das Unterbiindel Gal(M) im Sinne von [Kobl,
p.81] ist. Da ein Prinzipalfaserzusammenhang eindeutig durch seinen Paralleltransport
im Prinzipalfaserbiindel charakterisiert ist, geniigt es fiir eine Richtung, zu zeigen, dafl
sich der Paralleltransport von V in L(M) auf Grund der Vertréglichkeit auf Gal(M)
einschrianken 148t, vergleiche dazu [Kobl, p.117 Proposition 1.5].

Satz 1.3 Sei (M, 0,q,V) eine n+1-dimensionale Mannigfaltigkeit mit 0 einer nirgends
verschwindenden 1-Form, g einer positiv definiten Fasermetrik auf ker(0) und V einem
linearen Zusammenhang auf M. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) V st vertriglich mit @ und g, d.h. VO =0 und V ist metrisch.
(2) V ist reduzibel auf das Galileibiindel Gal(M) von (M,0,q,V).

Bewers.
»(1)=(2)*: Wir zeigen zuerst, dal der von V induzierte Paralleltransport Pt in T'(M)

2Das ist insbesondere bei einer Galileischen Mannigfaltigkeit der Fall.
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die Werte von 6 stabilisiert. Sei I = [a,b] C R ein Intervall und v : I — M eine sich
O.E.d.A. nicht schneidende Kurve in M mit §(\) # 0, VA € 1. Sei weiters v € Ty q)(M)
und

O:~NI)—=>T(M):z— ®(x) € T, (M)

der durch den Paralleltransport von v entlang ~ definierte Schnitt von T'(M), vgl.
[Kobl, p.114]. Definiere

m:I—=R: A= m(A) :=0((Poy)(N)).

Dann gilt m(A) = 0((V50)®)(v(A)) = 0, weil V mit der Kontraktion von Tensoren
kommutiert (vgl.[Kobl, p.123]), nach Voraussetzung V6 = 0 und ¢ nach Konstruktion
parallel entlang ~ ist. Also ist m konstant iiber I, was zu zeigen war.

Fiir ein mit 6 vertrigliches V heifit V metrisch, falls fiir alle raumartigen Vektorfelder
X, Y auf einer offenen Teilmenge U C M und fiir alle Vektorfelder Z auf U gilt, dafl

Zg(X,Y) = g(VzX,Y) + g(X,V5Y). (1.1)

Beachte, dafl Gleichung (1.1) i.A. nicht wohldefiniert ist, falls VO = 0 nicht verlangt
wird. Verwende nun die Bezeichnungen von vorher, jedoch mit v € Ryq) (M), wihle
noch einen zusétzlichen Tangentialvektor w € Ryq)(M), bezeichne mit ¥ : (/) —
R(M) :z+— VU(x) € R,(M) den durch den Paralleltransport von w entlang v definier-
ten Schnitt von R(M) und definiere

n:l—=R:A=n(d):=g((®or)A), (¥eoy)(A)).

Mit analogen Argumenten zu vorher nach einer Erweiterung der Vektorfelder ® und
U auf eine offene Menge U erhélt man, dafl n konstant ist, d.h. der Paralleltransport
von raumartigen Tangentialvektoren stabilisiert die Werte von g.

Ergebnis: Nachdem der von V induzierte Paralleltransport in 7(M) die Strukturen
6 und ¢ invariant la8t, ist die Einschrinkung von L(M) — L(M) : e = (eo, ..., €,)
(Pt(eg), ..., Pt(ey,)) auf Gal(M) — Gal(M) : b = (bg,...,bn) +— (Pt(bo), ..., Pt(b,))
moglich.

»(1)<=(2)“: Wir beweisen zuerst noch das

Lemma 1.2 Sei (M,0,9,V) wie in Satz 1.8 und h die von g nach Satz 1.1 eindeu-
tig induzierte symmetrische Bilinearform auf T*(M) mit h(0,.) = 0 und sign(h) =
(0,1,...,1). Dann gilt:

(1) In einem lokalen (U C M offen), den Strukturen 0 und g angepafiten Rahmen
b:U — L(M) (6(by) =0 und g(b*,b) = 1,, auf ganz U) ist VO = 0 dquivalent zu

(b'w)? =0, Vv =0,...,n,

mit w der zu V gehorenden Lie(Gl,41(R))-wertigen 1-Form auf L(M), vgl.[Kob1,
p.63,1/1].
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(2) Unter der Annahme V8 =0 gilt: V metrisch < Vh = 0.

Beweis des Lemmas.
ad (1): Sei b : U — L(M) ein lokaler, den Strukturen # und g angepafter Rahmen.

Fir A := b'w gilt Vb = bA. Mit B = (%0) dem dualen Rahmen zu b gilt weiters
VB = —AB. Ferner 148t sich 6 lokal schreiben als # = BY. Daraus folgt

0=V0=VB"=(VB)" = (-AB)’ = -A’'B" & A’ =0, Vv =0,...,n. O

ad (2): Wir verwenden wieder einen lokalen, angepafiten Rahmen b, da wiederum nur
lokale Eigenschaften zu beweisen sind. Eine einfache Uberlegung ergibt, dafi sich h lokal
als h = Z?Zl b; ® b; schreiben lafit. Somit hat man

i=1 i=1

& ibk®bi®A§+ibi®bk®A?=0

ik=1 ik=1

& D b@b©(Af + Ay) =0
i,k=1
& AF=—A Vik=1,.,n.

Seien andererseits X, Y lokal definierte, raumartige Vektorfelder. Definiere R™-wertige,
lokal definierte Funktionen £ und n durch X =: b€, Y =: bn. Wir bezeichnen die nxn

-----

d(g(X,Y)) = d(&'n)
= dg'n + & dn.
9(VX,Y) = g(b(ag + dg), bn)
= ra'n + dg'n.
9(X,VY) = g(b€, blan + dn)
= ran + &'dn.

Daraus folgt
Vmetrisch =3 d(&'n) — g(VX,Y) —g(X,VY) =0
VX,Y raumartig
€ (a’ + ayy =0, Ve,
a'=—a
AV = Al i k=1,..,n. O

t ¢
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Zuriick zum Beweis von Satz 1.3:
Sei nun V reduzibel auf das Galileibiindel von (M, 6, g, V). Das heifit, dal V durch
eine Lie(I',,)-wertige Zusammenhangs-1-Form w auf Gal(M) induziert wird. Die

Liealgebra der homogenen Galileigruppe I',, ist aber die Menge aller Matrizen der

Form A = ( (f) 2 ) £ €R" a € Lie(O(n)), dh. A2 =0, Vv =0,....,n und o' = —a,

was nach den Rechnung im Beweis des Lemmas 1.2 impliziert, dafl V6 = 0 und V
metrisch. O

BEMERKUNG: Auch die ,(1)=(2)“ Richtung des Satzes 1.3 hétte mit Hilfe der
Aquivalenzen im Beweis des Lemmas 1.2 bewiesen werden koénnen: Aus V6O = 0 und
V metrisch folgt, dafl die Einschrinkung von w auf das Galileibiindel Lie(T',)-wertig
ist, was dquivalent dazu ist, dal w auf L(M) reduzibel auf einen Zusammenhang in

Gal(M) ist, vgl. [Kobl, p.83 Remark].

Nun noch zum angekiindigten NACHTRAG.
Sei Gal(M) durch eine Reduktion des Rahmenbiindels wie im Satz 1.2 induziert. Sei
zusétzlich auf M ein torsionsfreier linearer Zusammenhang definiert, der mit der durch
die Reduktion des Rahmenbiindels induzierten 1-Form 6 = B vertriglich ist. Aus
Lemma 1.2 wissen wir, dafl daher A% = 0, Vv = 0, ..., n. Nach einer Strukturgleichung
(vgl.[Kobl, p.121]) gilt aber dB® = —A% A B” und somit df = 0.

Folgerung 1.1 (Alternativ-Definiton 1 einer Galileischen Mannigfaltigkeit)
Zu jedem Quadrupel (Gal(M), 7, M,V), das die folgenden Bedingungen erfiillt, gibt
es genau eine (vollstdndige) Galileische Mannigfaltigkeit.

(1) M ist eine wegzusammenhédngende, einfach zusammenhéngende, parakom-
pakte, 4-dimensionale Mannigfaltigkeit, deren zweite de-Rahmsche Kohomolo-
giegruppe trivial ist (H35(M) = 0).

(2) Das Tripel (Gal(M),m, M) ist ein reduziertes Biindel des Rahmenbiindels
L(M) von M mit Strukturgruppe I' := I's.

(3) V ist ein (vollstandiger), kriimmungs- und torsionsfreier, linearer Zusammen-
hang auf M, der reduzibel auf Gal(M) ist, also von einer Lie(I")-wertigen Zusam-
menhangs-1-Form w auf Gal(M) herriihrt.

Umgekehrt liefert jede (vollstdndige) Galileische Mannigfaltigkeit (M, 0, g, V) ein Qua-
drupel (Gal(M), 7, M, V), das diese Bedingungen erfiillt. Die Zuordnungen sind zuein-
ander invers.

Daher wird im folgenden der Begriff , (vollstindige) Galileische Mannigfaltigkeit*
auch fiir Quadrupel (Gal(M), 7, M, V) mit den beschriebenen Eigenschaften verwen-
det.
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1.3 Inertiale Rahmen und inertiale Karten

In diesem Kapitel geht es darum, die einer Galileischen Mannigfaltigkeit am besten
angepaften® Rahmen und Karten zu finden, welche dann per definitionem ,,inertial®
genannt werden. Der Begriff | Karte einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit®, wie wir
ihn in der vorliegenden Arbeit verwenden, wird auf Seite 17 dquivalent zu [Kobl, p.2f]
erklart.

Fiir ein verbessertes Verstédndnis des Folgenden wird auf [Kobl, p.71ff Chapter 4 (Holo-
nomy groups), p.79ff Chapter 6 (Mappings of Connections), p.83f Reduction Theorem,
p.81 Theorem 8.1 und p.92f Corollary 9.2] verwiesen. Der letzte Hinweis wird hier ohne
Beweis wiedergegeben.

Satz 1.4 Sei V ein Zusammenhang in einem Prinzipalfaserbindel (P,m, M,G),
sodaff die Krimmung identisch verschwindet. Falls M parakompakt und ein-
fach zusammenhdangend ist, dann ist (P,m,M,G) isomorph zum trivialen Biindel
(M x G,pri, M,G) und der Zusammenhang V in P isomorph zum kanonischen fla-
chen Zusammenhang in M x G.

Die Voraussetzungen des Satzes 1.4 treffen auf eine Galileische Mannigfaltigkeit
(Gal(M), 7, M,V) zu. Es gibt daher einen Prinzipalfaserisomorphismus

O: M xT'— Gal(M)mitmo® = pry,

der die horizontalen Unterrdume von 7'(M x I') in die horizontalen Unterrdume
von T(Gal(M)) abbildet. Beim kanonischen flachen Zusammenhang in M x I' sind
die horizontalen Unterrdume die Tangentialrdume an die Untermannigfaltigkeiten
M x{a},a eT.

Konstruiere nun folgendermafien globale parallele Schnitte von Gal(M).

Fir a € T" definiere 0 : M — M x I' : ¢%(x) := (x,a). Der Schnitt ¢ ist dann ein
globaler paralleler Schnitt von M x I' — M. Da ® die Zusammenhéinge ineinander
abbildet, ist b := ® o 0 (Zeile) ein globaler paralleler Schnitt von Gal(M) = M. Mit
A :=b'w, w die Zusammenhangs-1-Form auf Gal(M), gilt daher

0=Vb=bAo A=0.

Verwende nun die Torsionsfreiheit von V.
Sei B wie immer die Spalte des zu b dualen Rahmens. Mit der schon frither verwendeten
Strukturgleichung folgt

0=dB" + A% A B* = dB", Vv =0, ...,3.

3d.h. die induzierten (lokalen) Zusammenhangs-1-Formen zu V auf M verschwinden, und 6 und g
lassen sich einfach darstellen.
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Aus der Definition einer Galileischen Mannigfaltigkeit folgt, da Hj,(M) = 0, vgl.
Seite 2 dieser Ausarbeitung. Es gibt also vier, bis auf additive Konstanten eindeutig
bestimmte, reellwertige Funktionen f* auf M mit df* = BY, Vv =0, ..., 3.

ACHTUNG: Es ist im Allgemeinen falsch, zu folgern, dal f := (f°, f!, f2, f3)! eine
globale Karte von M ist. Aus der linearen Unabhéngigkeit der d, f*, x € M folgt nur,
daBl es zu jedem Punkt x € M eine Einschrankung von f auf eine offene Umgebung
von x gibt, die ein Diffeomorphismus auf eine offenen Menge des R* ist!

BEISPIEL: Verwende als Galileische Mannigfaltigkeit (R*, 6, g, V), wobei die Struk-
turen 6, g und V folgendermaflen definiert sind:
Die Abbildung

¢:R4 — R?
y= 10 y?) = () = (e¥ cos(yh),e? sin(y!), v v*)"

ist weder surjektiv noch injektiv, aber das Differential d,¢ ist an jeder Stelle y € R*
invertierbar, vgl. [Heu, p.301]. Definiere § und g durch 6 := ¢*dz° und g := ¢*(.,.), mit
20 der Projektion auf die nullte Komponente in R* und (.,.) der Standardfasermetrik
auf der Vereinigung der T'({y"} x R?) 2 R3, ¢ € R. Definiere mit ¢ aus dem Standard-
zusammenhang auf R* (Identifikation der T,(R*) mit R* und Paralleltransport gleich
Identitéit auf R*) einen neuen Zusammenhang V auf R*, vgl.[Kobl, 81].

Eine Funktion f von oben ist nun aber, vgl. Satz 1.5, bis auf eine inhomogene Gali-
leitransformation f = v¢ + a, v € I',a € R* gleich ¢. Zwar ist f iiberall ein lokaler
Diffeomorphismus, aber kein globaler, kann also nicht als Karte verwendet werden.
Beachte, daf§ V nicht vollsténdig ist.

Definition 1.3 (inertiale Rahmen) Die globalen parallelen Rahmen von Gal(M)
b: M — Gal(M), b‘w =0 heiflen inertiale Rahmen.

Definition 1.4 (inertiale Karten) Die durch Einschriankung der Funktionen f auf
offene Mengen U C M entstehenden Karten (¢, U), ¢ := f|y heiBen inertiale Karten.

Satz 1.5 Zwei inertiale Rahmen by und by sind durch eine homogene Galileitrans-
formation verkniipft, und zwei inertiale Karten (¢1,Ur) und (pq, Us) sind durch eine
imhomogene Galileitransformation verknipft, d.h.

by = byyv,vel
01 = Yp2+a auf U NUy mit v €T,a € R

Beweis. Da die horizontalen Unterrdume in T'(Gal(M)) invariant beziiglich der
Rechtsoperation von I' sind [Kobl, p.63], entstehen aus einem inertialen Rahmen b,
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durch by := b)Y,y € I alle inertialen Rahmen. Die dazu dualen Rahmen B ;) und
B, transformieren mit By = f)/_lﬁ(l). Wir haben df;) = B;), i = 1,2 nach Definition

der f(,-) und somit df() = 7_1df(1) =14 df(l) — vdfo) = d(f(l) — ’yf(g)) = 0 < (M ist
zusammenhéingend) f) = vfe) +a,a € R. O

1.4 Die Automorphismengruppe einer Galileischen
Mannigfaltigkeit

Definition 1.5 (Automorphismengruppe) Sei (M, 0, g, V) eine Galileische Man-
nigfaltigkeit. Die Menge A(M,0,9,V) C Dif f(M) der Diffeomorphismen von M auf
sich selber, die die Strukturen 6, ¢ und V erhalten, heifit die Automorphismengruppe
von (M,0,9,V).

A(M,0,9,V) :={f € Dif f(M) | f*0 =0, fg=g,fw=w}
mit w der zu V gehorenden Lie(Gl,,1(R))-wertigen 1-Form auf L(M) und

Firan — Lo
b= (bo,...,b3) — f(b) = (Tf(bo),....Tf(b3))

der von f induzierte Biindelautomorphismus von L(M).

Die Bedingungen f*0 = 0 und f*g = ¢ sind dquivalent dazu, da$ sich f auf Gal(M)
einschriinken 1i8t. Diffeomorphismen f, die f*w = w erfiillen, bilden mit f die hori-
zontalen Unterrdume von T'(Gal(M)) auf sich selber ab und heiflen in [Kobl, p.226f]
affine Transformationen. Die Automorphismen f € A(M, 0, g, V) sind also die affinen
Transformationen von M, deren f sich auf Gal(M) einschranken la8t, oder, anders
ausgedriickt, die Menge A(M, 0, g, V) steht bijektiv in Verbindung mit der Menge der
Automorphismen des Galileibiindels Gal(M), die den Zusammenhang in Gal(M) und
die kanonische 1-Form auf Gal(M) invariant lassen, vgl. [Kobl, Proposition 1.3, p.226].

Definition 1.6 (infinitesimaler Automorphismus) Sei durch (M,0,9,V) eine
Galileische Mannigfaltigkeit gegeben. Ein Vektorfeld X auf M heifit infinitesimaler
Automorphismus, falls fiir alle x € M der lokale FluB ¥ : U — Mt € (—¢€,,€,), 6, > 0
von einer offenen Umgebung U von x nach M die Strukturen 6, g und V erhélt, d.h.
fir alle t € (—e,, €,) gilt

()0 =0lu, (¢*)*g=glv und (9F)*w = wlgaw) -

wobei Gal(U) die Einschrénkung von Gal(M) auf U ist. (vgl.[Kobl, p.230], [Lool,
p.15], [Loo2, p.283])
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Sei a(M, 0, g, V) die Menge aller infinitesimaler Automorphismen von (M, 6, g, V).
Dann ist a(M, 6, g, V) eine Unteralgebra der Liealgebra der Vektorfelder auf M. Die
Liealgebra von A(M, 0, g, V) ist die Unteralgebra von a(M, 0, g, V), bestehend aus den
vollstandigen Vektorfeldern, vgl. [Kobl, p.13,p.232,p.235], [Lool, p.16], [Loo2, p.283].

Satz 1.6 Sei (M,0,q,V) eine Galileische Mannigfaltigkeit. Dann gilt, daf die Dimen-
sion von a(M,0,g,V) hichstens 10 ist.

Beweis. Es 1afit sich der Beweis des Theorems 2.3 in [Kobl, p.232] iibernehmen,
man muf} nur L(M) durch Gal(M) ersetzen und verwenden, da8 dim(Gal(M)) = 10.
Vergleiche auch [Loo2, p.284 Theorem 2| oder [Lool, p.14]. O

Im néchsten Kapitel werden wir sehen, dafl sich fiir vollstdndige Galileische Man-
nigfaltigkeiten alles sehr vereinfacht. Insbesondere folgt dim(.A(M,6,qg,V)) = 10.

1.5 Vollstindige Galileische Mannigfaltigkeiten

Satz 1.7 Eine vollstindige Galileische Mannigfaltigkeit (M, 0, g, V) besitzt globale in-
ertiale Karten, die alle M diffeomorph auf R* abbilden.

Beweis.

Variante 1: Sei (M,0,9,V) eine vollstindige Galileische Mannigfaltigkeit und
F=0Of4 f% f3)?! eine Funktion auf M wie im Abschnitt 1.3. Wir zeigen, daf}
f: M — R* ein Diffeomorphismus ist. Wihle ein beliebiges v € {0, ..., 3}, einen Punkt
x € M und v € T,(M) mit d,f"(v) = 1. Es gibt genau eine auf ganz R definierte
Geodite v : R — M : XA +— ~y(A), V54 = 0 mit 4(0) = = und %(0) = v. Auf Grund
der Parallelitdt von df* und + gilt d,) f"(¥(A)) = 1 fiir alle A € R. Nun ist aber
Lo (50) = (o)1) = (1 0 7Y(\) und daher (* 0 7)(\) = A+ ¢, ¢ € R,
wodurch die Surjektivitdt von f gezeigt ist. Nun zur Injektivitét.

Annahme: Es gibt zwei verschieden Punkte z,y € M,z # y mit f(z) = f(y). Aus
df® = 0 folgt, daB f° einen Zeitfunktion ist. Die Punkte = und y liegen daher im
selben instantanen Raum Y, sind also gleichzeitig. Da V metrisch und torsionsfrei ist,
ist die Einschrankung von V auf X gerade der Levi-Civita Zusammenhang auf > zu
g|s. Nach Theorem 4.2 in [Kobl, p.172] kénnen x und y mit einer minimierenden
Geodédte v : [a,b] — M verbunden werden, wobei a # b da x # y, y(a) = =z,
v(b) = y und §(a) # 0 ebenfalls weil z # y. Da die d,f*, i = 1,2,3 eine Basis in
R.(M) = T,(X) bilden, gibt es ein i € {1,2,3} mit d,f(y(a)) = k # 0. Analog
zu vorher erhilt man f*(y) — f'(z) = k(b—a) # 0, im Widerspruch zu f(z) = f(y). O

Variante 2: Sei (M,0,g,V) eine vollstindige Galileische Mannigfaltigkeit und
f eine Funktion wie im Abschnitt 1.3. Sei weiters (R?* dz?, (.,.), V) die Standard-
struktur einer Galileischen Mannigfaltigkeit auf R* d.h. 2° die Projektion auf die
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nullte Komponente in R*, (.,.) das Standardskalarprodukt auf der Vereinigung der
T{y'} x R®) 2 R3, ¢° € R und V. der Standardzusammenhang auf R* (Identifi-
kation der T,(R*) mit R* und Paralleltransport gleich Identitdt auf R*). Sei z € M,
dann ist T, f : T,(M) — Tp)(R*) ein linearer Isomorphismus der trivialerweise den
Kriimmungs- und den Torsionstensor von M bei z in den Kriimmungs- und den
Torsionstensor von R* bei y := f(x) abbildet, da die angesprochenen Tensoren alle
null sind. Aus demselben Grund sind diese Tensoren auch parallel beziiglich den
jeweiligen Zusammenhingen. Weiters ist sowohl M als auch R* zusammenhingend
und einfach zusammenhéngend, und die Zusammenhénge V und V. sind vollsténdig.
Daher 148t sich das Theorem 7.8 aus [Kobl, p.265] anwenden, das besagt, daf} es einen
eindeutigen affinen Diffeomorphismus ¢ : M — R?* gibt, mit ¢(z) = f(z) = y und
T,p = T,f. Affiner Diffeomorphismus bedeutet, dafl w = ¢*w., wobei w die zu V
gehorende Lie(Gly(R))-wertige 1-Form auf L(M) ist, entsprechend fiir wg,, und ¢ der
von ¢ induzierte Biindelisomorphismus von L(M) nach L(R?) ist, vgl. Seite 12.

Der lineare Isomorphismus 7T,p = T,f transportiert auch die Strukturen 6, und
g in die entsprechenden bei T,(R*): (¢*dz®), = 6, und (p*(.,.)): = g.. Defi-
niere auf M die 1-Form a := 6 — ¢*(dz") und die symmetrische Bilinearform

B := h — ¢*hg auf T*(M), wobei h bzw. hg eindeutig von g bzw. (.,.) induziert
sind, vgl. Satz 1.1. Es gilt Va = V0 — Ve*(dz®) = 0 — ¢p*(Vgdz?) = 0 und
V3 =Vh—V(¢*hsg) =0— ¢*(Vs.hs ) = 0. Das heifit, o und 3 sind jeweils parallel.
Nachdem sie bei z null sind und der Paralleltransport zwischen zwei Fasern eine
lineare Abbildung ist, folgt, daB a und @ iiberall null sind, also § = ¢*(dz®) und
h = ¢*hg.. Das bedeutet, dafl der Diffeomorphismus ¢ die Strukturen (M, 6, g, V) in
die Strukturen (R* d2®, < .,. >, V) abbildet.

Nun stimmen aber ¢ und f iiberein, da ihre Differentiale in x iibereinstimmen, beide
durch df bzw. dy einen globalen, angepaften Dualrahmen von M definieren und
o(x) = f(x) =y gilt, vgl. den Beweis zu Satz 1.5. Somit ist f = ¢ eine globale Karte
von M, die M diffeomorph auf R* abbildet. O

BEMERKUNG: In Variante 2 hétte von der globalen Existenz der Funktion f nicht
Gebrauch gemacht werden miissen, die allerdings aus M einfach zusammenhéngend
folgt. Nach dem Lemma von Poincaré gibt es immer eine Umgebung U von x in M
und ein f : U — R% sodaB B|y= df. Dieses [ hiitte dieselben Dienste geleistet.
Mit dem Ende des Beweises folgt jedoch, dafl HJ,(M) = 0, Vn € {1,2,3,...}, da
ja bewiesen wurde, daf M diffeomorph zum R* ist und somit alle de-Rahmschen
Kohomologiegruppen verschwinden, vgl. [Gui, p.181]. Die Parakompaktheit von M
wurde ebenfalls nicht verwendet, sie folgt aber mit M diffeomorph zum R*.

Somit miisste man in der Definition einer vollstindigen Galileischen
Mannigfaltigkeit H2,(M) = 0, sowie M parakompakt nicht eigens fordern.
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Wir berechnen nun die Automorphismengruppe einer vollstindigen Galileischen
Mannigfaltigkeit.
Sei also f: M — M aus der Automorphismengruppe einer vollstindigen Galileischen
Mannigfaltigkeit (M, @, g, V). Wir verwenden eine globale inertiale Karte ¢ : M — R*
und bezeichnen mit 9% = (9¢,07,95,0%) den induzierten inertialen Rahmen. Mit f
bezeichnen wir wieder den von f induzierten Biindelautomorphismus auf L(M). Daf
f die Zusammenhangs-1-Form w von V auf L(M) invariant liBt und sich auf Gal(M)
einschrinken 1a3t, ist dquivalent dazu, dafl der mit f und f verschobene Rahmen
wieder inertial ist, also sich nach Satz 1.5 nur um eine homogene Galileitransformation
unterscheiden:

fod?of1=0% mit yeT

Es gilt auBerdem fod? = (970 f)(f, o), wobei f, := o fop ! den Kartenausdruck
von f und f/,(&) die Jacobimatrix von f bei £ € R* bezeichnet. Das fiihrt auf

fod?oft=0%(fLopof).

Insgesamt gilt daher f/(§) = v fiir ein v € T' und fiir alle § € R*. Es folgt, dafl der
Kartenausdruck f, von f folgendermaflen ausschauen muf:

fo R =R f(6) =7 +a mit aeR (1.2)

Wie immer wird dabei der R* als Spaltenraum aufgefafit. Andererseits sind alle Ab-
bildungen f : M — M, deren Kartenausdruck in einer globalen inertialen Karte von
der Form (1.2) sind, offensichtlich Automorphismen von (M, 6, g, V). Diese Ergebnisse
fithren zum

Satz 1.8 Sei (M, 0,q,V) eine vollstindige Galileische Mannigfaltigkeit. Die Automor-
phismengruppe A(M, 0, g,V) hat Dimension 10 und ist isomorph zur inhomogenen Ga-
lileigruppe. Weiters ist a(M,0,g,V) = Lie(A(M,0,9,V)) und hat ebenfalls mazimale
Dimension 10.

[ X [
A<+ XZ
]

S
A<+ XZ

Abbildung 1.1: Automorphismus f und globale inertiale Karten ¢ und y
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Mit Hilfe der Automorphismen f € A(M, 0, g, V) lassen sich aus einer globalen in-
ertialen Karte ¢ : M — R* neue globale inertiale Karten y durch y := ¢ o f definieren.
Denn ein so definiertes x unterscheidet sich nur durch eine inhomogene Galileitrans-
formation f, von ¢, x = f, o ¢, vgl. Beweis zu Satz 1.5. Mit dieser Konstruktion
erhélt man alle globalen inertialen Karten von M. Umgekehrt unterscheiden sich zwei
globale inertiale Karten ¢ und y immer durch einen Automorphismus f := ¢! o ¥,
da der Kartenausdruck des so definierten f in der Karte ¢ gerade wieder eine inho-
mogene Galileitransformation ist, vgl. wieder Beweis zu Satz 1.5. Man erhélt nun alle
Automorphismen. In Abbildung 1.1 sind die angesprochenen Zusammenhénge durch
ein kommutatives Diagramm wiedergegeben.

1.6 Charakterisierung durch eine T-Struktur

Definition 1.7 (Pseudogruppe) Eine Pseudogruppe T auf R™ ist eine Menge von
Abbildungen mit den Eigenschaften

(1) Jedes g € T ist ein Diffeomorphismus einer offenen Menge U C R" auf eine
offene Menge V C R", wobei R" die gewohnliche? Topologie trigt.

(2) Falls g € T, dann ist auch g~ € Y.

(3) Falls g € T U auf V abbildet und ¢ € T U’ auf V' abbildet, dann ist die
Abbildung ¢ o g: g7 (V NU') — ¢(V NU’) wieder in T enthalten.

Beispiele.
Die Menge der inhomogenen Galileitransformationen Y, des R*

Toa ={g:R' = R", g(§) =7 +a: yeTl, acR}
bildet eine Pseudogruppe, sowie
Yo :={f:U— f(U): UC R offen, f = g|y fiir eing € Tgu},

die Menge der lokalen inhomogenen Galileitransformationen des R*. Weiters
sind die Diffeomorphismen des R”, die linearen, die projektiven und die affinen
Abbildungen des R", bzw. die Einschrankungen der angefiihrten Abbildungen auf
offene Teilmengen des R™ Pseudogruppen.

ERINNERUNG (vgl.[Kobl, p.2f]):
Eine Karte einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M ist ein Paar (U, ¢), wobei ¢ ein

4 i.e. die durch den euklidischen Abstand induzierte Topologie
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Homdomorphismus einer offenen Menge U C M in eine offene Teilmenge des R™ ist.
Zwei Karten (U, ¢) und (U, ¢') von M heiflen vertréglich, falls die Ubergangsfunktion

opTipUNT) — ¢(UNT)

ein Diffeomorphismus ist. Ein Atlas von M ist eine Menge A = {(Uy,¢5) : A € A}
von Karten von M, sodaf je zwei Karten von A vertraglich sind und M = JU,, A € A
gilt.

Definition 1.8 (T-Struktur) Eine T-Struktur auf einer Mannigfaltigkeit M ist ein
Atlas Ay von M, wobei die Ubergangsfunktion von je zwei Karten aus Ay in T liegt.

Satz 1.9 Ser M eine wegzusammenhdngende, einfach zusammenhdngende, parakom-
pakte, 4-dimensionale Mannigfaltigkeit, deren zweite de-Rahmsche Kohomologiegruppe
trivial ist. Dann induziert jede Erweiterung von M zu einer Galileischen Mannigfal-
tigkeit (M,0,9,V) auf kanonische Weise eine Y gq-Struktur Ay, (M,0,9,V) auf M.
Umgekehrt, jede T gq-Struktur Ay, auf M induziert die Struktur einer Galileischen
Mannigfaltigkeit (M,0,9,V), sodafi deren kanonische Y ,q-Struktur die Karten aus
Ax,,, enthdlt. Die entsprechenden Aussagen gelten, wenn man vollstindige Galileische
Mannigfaltigkeiten und Y gq-Strukturen betrachtet.

Beweis.
Sei (M, 0,g,V) eine Galileische Mannigfaltigkeit. Die Menge

Ainertiar := {(U, @) : (U, p)ist inertiale Karte von (M, 0,g,V)}

ist ein Atlas von M. Denn zu jedem Punkt xz € M gibt es nach dem Umkehrsatz eine
offene Umgebung U, sodaf} die Einschrinkung einer Funktion f aus Abschnitt 1.3 auf
U ein Diffeomorphismus auf f(U) C R? ist. Die offenen Mengen U iiberdecken daher
ganz M. Weiters ist die Ubergangsfunktion zweier inertialer Karten nach Satz 1.5 in
T 4q enthalten. Somit erhalten wir durch

ATgaz <M7 07 g, V) = Ainertial

eine Y gq-Struktur auf M.

Sei umgekehrt eine T yq-Struktur ATW auf einem M, das die geforderten topologischen
Eigenschaften erfiillt, gegeben. Wir definieren die Struktur (M, 0, g, V) einer Galilei-
schen Mannigfaltigkeit auf M. Fiir alle zy € M gibt es ein (U, ) € Ay, mit o € U.
Sei 0¥ = (0F,07,0%,0%) : p(U) — L(U) der von der Karte (U, ¢) induzierte Schnitt des
Rahmenbiindels iiber U. Fiir x € U definiere 6, := d,¢", wobei ¢ = (©°, ¢!, 92, )",
und g, indem 9 (z), 05 (x) und 95 (z) € ker(6,) zu othonormalen Vektoren erklirt
werden. Mit w werde die zu V gehorige, Lie(Gly(R))-wertige 1-Form auf L(M) be-
zeichnet. Definiere w|yy durch (9%¥)*(w|rwy) := 0, d.h. der lokale Rahmen 0¥ iiber U
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ist per Definition parallel: Vo? := 0. Daf} die Objekte 0, g und V wohldefiniert sind,
liegt daran, daf§ die Ubergangsfunktionen zweier Karten in Ay , lokale inhomogene

Galileitransformationen sind. Es gilt dann ndmlich 9% = 9%y und dp = vdy, v € T
auf U NV fir (U, ), (V,x) € Ay, also :

gal?

(01,05, 05) = (07,05,0§ )R, R € O(3)
VX =V (9%7) = (V@7)y =0

auf U NV, wobei in der letzten Zeile V die durch (U, ¢) definierte kovariante Ab-
leitung ist. Da die inertialen Karten der so definierten Galileischen Mannigfaltigkeit
(M. 0, g,V) genau die Karten ¢ : W — (W) sind, fiir die d)® = 0|y, (8¥,0%,0%)
orthonormal bzgl. g und V9% = 0 gilt, folgt

ATgal(Ma 07 g, v) 2 AT

gal”®

Fiir eine vollstdndige Galileische Mannigfaltigkeit (M, 6, g, V) ist
Ar,., (M, 0,9, V) = {p: ¢ ist globale inertiale Karte von (M, 0, ¢,V)}

nach Satz 1.5 eine T g -Struktur auf M. Sei umgekehrt eine Yy -Struktur Ay, auf
einem M, das die geforderten topologischen Eigenschaften erfiillt, gegeben. Wir defi-
nieren wie oben die Struktur (M, 6, g, V) einer Galileischen Mannigfaltigkeit auf M. Es
muf} nur noch gezeigt werden, dafl V vollstandig ist. In einer globalen inertialen Karte
o € Ay, (M,0,9,V) D Ay, verschwinden jedoch alle Christoffelsymbole, sodaf der
Kartenausdruck der Geoditengleichung, vgl. [Kobl, p.146],

d*(p o)

gz 0

lautet. Der Definitionsbereich einer Geodéte v : (—¢,e) — M, e > 0 ldBt sich nun
aber immer auf ganz R ausdehnen. (Den Geodéaten auf M entsprechen in den globalen

inertialen Karten also die Geraden bzw. in den inertialen Karten die Geradenstiicke
des RY) O

Folgerung 1.2 (Alternativ-Definiton 2 einer Galileischen Mannigfaltigkeit)
Fiir eine 4-dimensionale Mannigfaltigkeit M mit den topologischen Eigenschaften
wegzusammenhéngend, einfach zusammenhingend, parakompakt und H3z(M) = 0,
ist die Struktur einer (vollstdndigen) Galileischen Mannigfaltigkeit gleichbedeutend
mit einer Yy, -Struktur (einer Y gq-Struktur).



Kapitel 2

Die Schrodingergleichungen auf M

In diesem Kapitel wird die ,,iibliche Schrodingergleichung fiir ein spinloses Teilchen in
einem elektromagnetischen Feld, wie man sie aus den einfithrenden Lehrbiichern der
Quantentheorie kennt, als Feldgleichung! auf einer Galileischen Mannigfaltigkeit for-
muliert.

Dabei ist es falsch von der Schrédingergleichung bzw. der Wellenfunktion des Teilchens
zu sprechen. Vielmehr stellt sich heraus, dafl es keine kanonische Schrodingergleichung
gibt und somit auch keine eindeutige Dichteoperatorabfolge, die die Zustandsabfolge
des Teichens beschreiben soll. Um eine Schrodingergleichung definieren zu konnen, muf3
insbesondere ein inertialer Beobachter gewiahlt werden.

Der Begriff | inertialer Beobachter“? aus der Galileischen Relativititstheorie, d.h. aus
der Theorie der Galileischen Raumzeit, wird in der vorliegenden Arbeit durch das ma-
thematische Objekt eines inertialen Rahmens auf einer Galileischen Mannigfaltigkeit
beschrieben. Manche Autoren verwenden statt dessen ein paralleles Geschwingigkeits-
vektorfeld auf einer Galileischen Mannigfaltigkeit M, d.h. ein Vektorfeld V' € X(M)
mit (V) = 1 und VV = 0. Die angesprochene Vielfalt der Schrodingergleichungen
wird durch diese Alternative jedoch nicht verindert, vgl. Seite 34.

2.1 Die Wellenfunktion eines spinlosen Teilchens

Ausgehend von einer Galileischen Mannigfaltigkeit (M, 6, g, V) betrachtet man im
allgemeinsten Fall komplexe Vektorbiindel (€, g, M) iiber M mit komplexer Faserdi-
mension eins. Zusitzlich soll auf £ eine hermitesche®, positiv definite Fasermetrik (., .)
definiert sein, die es erlaubt den Begriff eines quadratintegrablen Schnittes ¥ : M — &
zu erklaren.

i.e. partielle Differentialgleichung fiir komplexwertige Funktionen bzw. Differentialgleichung fiir
Schnitte eines hermiteschen Vektorbiindels

2oft synonym zu ,,inertiales Bezugssytem*“ oder , Inertialsystem*

3antilinear im ersten Argument

19
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Komplexe Vektorbiindel (&,7mg, M,(.,.)) ausgestattet mit einer hermiteschen,
positiv definiten Fasermetrik (.,.) heiflen hermitesche Vektorbiindel. Zu jedem
instantanen Raum ¥ C M bezeichne Uy, := Uy die Einschrinkung des Schnittes ¥
auf Y. Die reellwertige Funktion

(Ug,Ug) : X >Rz — (Ug(zr), Us(x))

148t sich nun auf ¥ integrieren.

Die Fasermetrik g definiert namlich auf jedem ¥ eine kanonische Dichte |ux|, wobei us,
eine orientierte Volumsform beziiglich g|7(s) ist, also ps € A3(X) und ps(by, ba, bs) = 1,
die konstante 1-Funktion auf M, fiir einen positiv orientierten Orthonormalrahmen
(b1, b, b3) von X. Die instantanen Raume ¥ wie auch ganz M sind orientierbar , weil
die entsprechenden reduzierten Rahmenbiindel trivial sind, vgl. Satz 1.4. Aus dem sel-
ben Grund existiern auch positiv orientierte Orthonormalrahmen. Welche Orientierung
gewiihlt wird, spielt keine Rolle, da bei Anderung der Orientierung jis; zu — s, wird und
die Dichte |us| = |—px| invariant bleibt. Fiir jeden inertialen Rahmen b : M — Gal(M)
mit Dualrahmen B = (B°, B!, B?, B?)! it sich zu jedem instantanen Raum Y C M
eine orientierte Volumsform auf natiirliche Weise konstruieren:

ps = Blls AB%|s, AB?|s= (B' A B> A BY)|5

Ein Schnitt ¥ : M — & heiit nun quadratintegrabel, wenn fiir alle instantanen
Réume > von M das Integral

/(wz,q:2> || (2.1)
by
endlich ist. Fiir jedes X bildet die Menge

Hy :={Uy : ¥ — &|y quadratintegrabler Schnitt iiber X}

einen Hilbertraum, wobei |y, die Einschriankung von £ auf ¥ bezeichnet und quadra-
tintegrabel in diesem Fall bedeutet, dafl das Integral (2.1) fiir den Integrationsbereich
> endlich ist. Das Skalarprodukt von zwei Vektoren Uy und ®x aus Hy, wird durch die
Auswertung des Integrals

/E<\I’E, Py) [ps|

definiert. Mit Hilfe der hermiteschen, positiv definiten Fasermetrik (.,.) auf & wird das
U (1)-Prinzipalfaserbiindel Pg der Orthonormalbasen von £ definiert:

Pe:={e€&: (e,e) =1}
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Das komplexe Vektorbiindel £ 148t sich als assoziiertes Vektorbiindel wiedergewinnen,
vgl.[Kobl, p.54]:
£ Pg Xy(1) C.

Das U(1)-Prinzipalfaserbiindel Pe ist im Allgemeinen jedoch nicht trivial, es gibt also
i.A. keine globalen Schnitte von Pg. Daher lassen sich Schnitte ¥ : M — £ i.A. auch
nicht darstellen als ¥ = [0, ¥,] mit 0 : M — P¢ globaler Schnitt und ¥, : M — C
komplexwertige Representantenfunktion von ¥ zu o. Allerdings gibt es immer lokale
Schnitte oy : U — Pely, U € M mit deren Hilfe sich ¥ lokal schreiben lafit als
Up= [ov, Yoy ], Vo, : U — C.

Geht man von einer vollstindigen Galileischen Mannigfaltigkeit (M, 0, g, V) aus, so
weifl man, da M diffeomorph zum R* und daher zusammenziehbar ist. Alle Prin-
zipalfaserbiindel iiber parakompakten, zusammenziehbaren Basismannigfaltigkeiten
sind jedoch trivial, vgl.[Hus, p.48,52], sodafl globale Schnitte von Pg¢ in diesem Falle
existieren und Darstellungen der Form ¥ = [0, ¥,] immer moglich sind.

& Wir werden, falls nicht eigens gekennzeichnet, der notationellen Einfachheit hal-
ber von nun an nur noch hermitesche Vektorbiindel (£, 7¢, M, (.,.)) betrachten, deren
Pe trivial ist, also

1

Pe
E

M x U(1) und daher
(M X U(l)) XU(1) C

12

Ohne Einschriankung der Allgemeinheit konnen unter dieser Voraussetzung alle Rech-
nungen im hermiteschen Vektorbiindel (E, g, M, (.,.)) durchgefiihrt werden, das fol-
gendermaflen definiert ist:

P = MxUQ) me([(z,u),2]) = =
E = (MxU())xyq) C wp(z,u) = x
= PxyynC=2MxC ([(x,ur), z1], [(x,u2), 20]) = Ziuguszo

Wenn also im Folgenden von einer Wellenfunktion eines spinlosen Teilchens ge-
sprochen wird, ist ein quadratintegrabler Schnitt ¥ : M — E gemeint, wobei M die
Struktur (M, 0, g, V) einer Galileischen Mannigfaltigkeit tragt. &

2.2 Minimale Kopplung

In diesem Abschnitt wird die sogenannte ,Minimale Kopplung* eines elektromagneti-
schen Feldes F' beziehungsweise eines seiner elektromagnetischen Potentiale A an die
Geometrie des hermiteschen Vektorbiindels £ und damit an die Wellenfunktion eines
spinlosen Teilchens behandelt. Neben den bereits zitierten Werken [Kobl] und [Ish]
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wird fiir das Folgende auch auf [Cur|, [Dan], [Egu], [Gre2], [Marl] , [Sch], [Soc], [Tra]
und [Wel] verwiesen.
Vorweg noch einige allgemeine Bemerkungen.

Vertrigliche Zusammenhénge in einem hermiteschen
Vektorbiindel:

Wir betrachten den allgemeinen Fall eines 1-dimensionalen hermiteschen Vektorbiindels
(€, me, M, (.,.)) iiber einer Mannigfaltigkeit M, mit der vereinfachenden Annahme, dafl
Ps trivial ist. Eine kovariante Ableitung V¢ auf &, identifiziert mit dem zugehorigen
Zusammenhang auf dem Rahmenbiindel L(E) von &, heifit vertriglich mit der her-
miteschen, positiv definiten Fasermetrik (.,.), wenn gilt, da8

d(V, @) = (VEU, ) + (U, VD)

fiir beliebiege Schnitte W, ® von &, vgl. [Wel, p.76]. Dabei ist fiir zwei Schnitte ¥, ®
von &€ die komplexwertige Funktion (¥, ®) auf M erklart durch

(U, D) (x) := (V(x), P(2)), Vr € M.

Sei w® die C-wertige (Lie(Gl;(C)) = C) Zusammenhangs-1-Form auf L(£) des Zusam-
menhangs V¢. Sei weiters o : M — Pg ein globaler Schnitt, also o(x) ein Vektor der
Linge eins aus der Faser £, = ;' (). Es gilt (0,0) = 1, die konstante 1-Funktion auf
M. Da der Zusammenhang V¢ eindeutig durch die Riickholung o*(w®) charakterisiert

ist, denn man hat
Vg[a, U,| =[o,d¥, + U*(w‘g)\llg} ,

erhalten wir aus

= (V¢0,0) 4+ (0,V¢0)

die Gleichung
0 = o*(w) + 0" ()

als dquivalente Bedingung zur Vertréglichkeit von V¢ mit (., .), wobei € mit Pe X1y C
identifiziert wurde und ~ die komplexe Konjugation ist.

V¢ ist also genau dann vertriglich mit (.,.), wenn die Einschrinkung der
Zusammenhangs-1-Form auf das U(1)-Prinzipalfaserbiindel Pe der Orthonormalbasen
von £ imagindrwertig also Lie(U(1))-wertig ist (Lie(U(1)) = iR , i imagindre Ein-
heit). Das ist aber genau dann der Fall, wenn V¢ reduzibel auf einen Zusammenhang



2.2. MINIMALE KOPPLUNG 23

in Pe = M xU(1) ist, vgl.[Kobl, p.83 Remark und p.117 Proposition 1.5]. Wir erhalten
zusammenfassend folgende Aquivalenzen:
V¢ ist vertriiglich mit (., .)
r
o*(wf) = —o* (W) fiir ein 0 : M — P

0

V¢ ist reduzibel auf Pe

Nun zuriick zur minimalen Kopplung:
Wir betrachten eine Galileische Mannigfaltigkeit (M, 0,9,V) und das zugehorige
hermitesche Vektorbiindel (E,m, M,{(.,.)), vgl. Seite 21. Ahnlich zur Geometrie der
Galileischen Mannigfaltigkeit M, wo die Vertréglichkeit des linearen Zusammenhanges
V mit den anderen Srukturen 6 und g gefordert wird, verlangen wir in der
Quantenmechanik von einem Zusammenhang V¥ auf E, vertriglich mit
der hermiteschen, positiv definiten Fasermetrik (.,.) zu sein. Nach den
vorangehenden Uberlegungen wissen wir, daf es ausreicht, die Zusammenhénge im
Prinzipalfaserbiindel P = Pg zu studieren.

& Im weiteren Verlauf bezeichnen wir V¥ wieder mit V, da aus dem Zusammenhang
heraus keine Verwechslungsgefahr mit dem linearen Zusammenhang V auf M besteht.
Aus dem selben Grund werden wir ab jetzt auch w statt w’ fiir die imagimérwertige
Zusammenhangs-1-Form auf P des Zusammenhangs V schreiben. &

Zusammenhinge auf dem U(1)-Prinzipalfaserbiindel P:

Ein Zusammenhang in einem Prinzipalfaserbiindel besteht in der Angabe von dquiva-
riant angeordneten horizontalen Unterrdumen des Tangentialbiindels des Prinzipalfa-
serbiindels und kann gleichwertig durch eine 1-Form auf dem Prinzipalfaserbiindel mit
Werten in der Liealgebra der Strukturgruppe charakterisiert werden, die sogenannte
Zusammenhangs-1-Form [Kobl, p.63f.], wobei das Unterbiindel der horizontalen Un-
terrdume der Kern der Zusammenhangs-1-Form ist, vgl. Abbildung 2.1.

Sei also w die Zusammenhangs-1-Form eines Zusammenhangs V auf einem P wie
oben. Jeder Schnitt o : M — P erklart durch Riickholung einen Reprisentanten o*w
von w auf M. Aus der iR-wertigen 1-Form o*w auf M 148t sich nach Wahl einer Kopp-
lungskonstanten ¢ € R (elektrische Ladung des spinlosen Teilchens) eine reellwertige
1-Form A auf M definieren:

ofw =: igA
h

Passive Umeichung:
Die 1-Form A héngt von der Wahl des Schnittes o ab. Verwendet man einen anderen
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HeoP (MJ P
o \np
: M
X y

Abbildung 2.1: Schnitt und horizontale Unterrdume in P

Schnitt 7 : M — P, dann gibt es genau eine Funktion g : M — U(1), die die beiden
Schnitte ,,verbindet*:

() = o(x)g(xz), Vze& M oder kurz
T = og. (2.2)

Die Riickholung 7*w &ndert sich im Vergleich zu o*w durch

(Fw)e = (Adgsn). 0 (0°w)s + 9 (2)deg
— (0" + g (@)dug, Vo € M,

vgl. [Ish, p.160f.], [Kobl, p.65f.], wobei verwendet wurde, dafl die Gruppe U(1) abelsch
ist und daher die Adjunktion Ad, : U(1) — U(1), Ad,(v) := vou~" mit einem Element
u € U(1) die identische Abbildung ist. Schreibt man die Eichfunktion g mit Hilfe einer
reellwertigen Funktion ¢ als

g=¢e% p:M—R,

das ist moglich, weil M und R (die universelle Uberlagerung der U(1)) einfach zusam-
menhéngend sind, vgl. [St6, p.154 Liftungstheorem]|, so erhélt man

T'w = o'w+idp bzw. mit (2.3)
Pw o= LA
h

A = A—i—%dgp.
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Wir bezeichnen den Ubergang von A zu A’, der durch Anderung des Schnittes in P
bei gleicher Zusammenhangs-1-Form w zu Stande kommt, als passive Umeichung.

Kriimmung:
Die Kriimmung ) := Dw des Zusammenhanges V 148t sich mit der Strukturgleichung
(vgl.[Ish, p.175],[Kobl, p.77])

QX,Y) =dw(X,Y) + [w(X),w(Y)], V Vektorfelder X,Y auf P

berechnen. Da die Gruppe U(1) abelsch ist, ist die Lieklammer [.,.] null, vgl. [Gre2,
p.44], und wir erhalten

Q2 =dw.
Fiir ein w € U(1) bezeichne
Oy : P — P
z,v) — dy(x,v) = (z,vu)

die Rechtsoperation von u auf P. Es gilt, vgl.[Ish, p.156], [Kobl, p.64]
(0y)'w = (Ady—1)ww = w. (2.4)
Weil die Riickholung mit der d&ufleren Ableitung vertauscht, gilt daher auch
(0,)"Q2 = Q. (2.5)

Sowohl die Zusammenhangs-1-Form w als auch die Kriimmungs-2-Form 2 sind also
rechtsinvariant.

Sei o : M — P wieder ein Schnitt, dann 148t sich die Kriimmung €2 zu einer :R-wertigen
2-Form ¢*C) auf M zuriickholen, woraus sich durch

o' Q) =: igF
h

eine reellwertige 2-Form F' auf M definieren 148t. Das so definierte F' ist jedoch un-
abhdingig vom gewahlten Schnitt. Sei ndmlich 7 : M — P ein weiterer Schnitt und
durch 7 = 0g = 0€*? wie oben mit o verkniipft, dann gilt

i%F’ = 770 =71"(dw)

= d(t"w) = d(c*w + idy)
= d(o*w) = c"d
- dF

h
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Als weiteres Resultat erhalten wir aus diesen Berechnungen
F=dA=dA. (2.6)

Neben der Rechtsinvarianz hat die Kriimmungs-2-Form auch die Eigenschaft, horizon-
tal zu sein, d.h. vertikale Vektoren V', i.e. an die Fasern des Biindels P tangentiale
Vektoren, auf null abzubilden:

iv(Q) =Q(V,.) =0 € AY(P), (2.7)

vgl. Definition der d&ufleren kovarianten Ableitung D in [Kobl, p.77]. Differentialformen
auf einem Prinzipalfaserbiindel mit diesen beiden Eigenschaften (2.5) und (2.7) stehen
nun aber in linearer Bijektion mit den Differentialformen auf der Basismannigfaltigkeit
und werden basisch genannt, vgl. [Gre2, 240f., p.272] und [Cur, p.351]. Die Riickholung
mit der Projektion 7p liefert den angesprochenen Isomorphismus

7"-;7 : A<M) i Abasisch(P)'

Es gibt also genau eine imaginarwertige 2-Form G auf M, sodafl 2 = 75, G gilt. Ande-
rerseits wissen wir jedoch, daf§ sich fiir einen beliebigen Schnitt o : M — P die 2-Form
F auf M berechnen 148t als

Z%F = 0'Q=0"mpC

= (moo)G=1idy,G
= G.

Wir erhalten also

Q = ifnpF. (2.8)

Die minimale Kopplung besteht nun darin, den umgekehrten Weg zu gehen.
Die elektromagnetische Einwirkung auf ein spinloses Teilchen der elektrischen Ladung
g € R wird von einem elektromagnetischem Feldstérketensor F' (i.e. einer geschlossenen
2-Form) auf M bestimmt. Dieses F enthilt die Komponenten des elektrischen und des
magnetischen Feldes relativ zu einem gewéhlten Inertialrahmen ¢ = (g, ), bzw. dessen

inertialem Dualrahmen I = (1°,1)%.

3
F=> EII°AI* =B/’ NI = BIIP AI' = BYI' A T?
k=1

Ausgehend von einem Feldstérketensor F' auf M wird nun eine geschlossene,
imagindrwertige 2-Form 2 durch Gleichung (2.8) definiert.
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Das so definierte €2 hat die Eigenschaften einer Kriimmungs-2-Form auf P, sodafl die
Menge der Zusammenhangs-1-Formen w studiert werden kann, deren Kriimmung (2
ist. Diese Zusammenhangs-1-Formen w sind wiederum gleichwertig mit vertréglichen
kovarianten Ableitungen V im hermiteschen Vektorbiindel E. Zuerst aber noch einige

ERLAUTERUNGEN:
Das elektrische Feld E; und das magnetische Feld B, eines Feldstéarketensors F' zu einem
gewihlten Inertialrahmen i = (ig,¢) sind durch

E; = {(iy(F)) (2.9)

B = —f(isy(:F)) (2.10)

definiert. Die Komponentenfunktionen der raumartigen Vektorfelder E; und B; auf M
beziiglich i sind definiert durch

3

E; = Y Eliy
k=1
3

B; = Y Bli
k=1

Entsprechende Definitionen und Relationen gibt es bei Verwendung von inertialen Kar-
ten (¢, U) statt eines inertialen Rahmens i.

Die in den Gleichungen (2.9) und (2.10) auftretende Abbildung f ist mit Hilfe der zur
Fasermetrik ¢ der Galileischen Mannigfaltigkeit gehérenden Bilinearform h (vgl. Satz
1.1) folgendermaflen definiert:

ﬁ AN M) — X(M)
a E(a), sodaf}
ha,B) = B(f()), V8 € AN (M)

Fiir einen inertialen Rahmen i = (ig, 71, i3, i3) mit Dualrahmen I = (I°, I, I? I3)* gilt:

B9 =0, 4 =i, §0%) =i B(U°) =15

Wie man an diesem Beispiel sieht, ist fi nicht umkehrbar. Anders ausgedriickt, man
kann mit A ,,Indizes heben, aber keine senken®.

In Gleichung (2.10) kommt eine Verallgemeinerung des Hodge-Operators namlich die
lineare Abbildung %; : A*(M) — A**(M) vor (k kann die Werte 0 bis 4 annehmen).
Da auf der gewéhlten Galileischen Mannigfaltigkeit keine Orientierung festgelegt wur-
de (vgl. Seite 20), gibt es auch keinen dazugehérigen Hodge-Operator. Jeder Inerti-
alrahmen i = (i, iy, %2, 13) mit Dualrahmen [ = (I° I',I? I®)! definiert jedoch eine
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Orientierung und durch
pi = I AT AP AT € AY (M)

ein positiv orientiertes Volumselement auf M. Verwendet man einen anderen inertialen
Rahmen j, so wissen wir aus Satz 1.5, dal es genau eine Galileimatrix v € I' gibt,
sodafl j = 1y gilt. Das zugehdrige Volumselement &dndert sich geméafl

pj = det(y)p; = £p;. (2.11)

Es gibt auf einer Galileischen Mannigfaltigkeit also bis auf ein Vorzeichen ein kano-
nisches Volumselement. Zu einem gewéhlten Inertialrahmen ¢ kénnen wir nun den
linearen Operator x; definieren, vgl. [Gre2, p.487]:

1 k g ;
(AN ANQ) = Zﬁ(a’“)'”zﬁ(al)'% und

*i(1) =

fiir k € {1,...,4} und o! € A} (M), VI = 1,..., k, oder dquivalent durch die Forderung,
vgl. [Marl, p.20]:

o Axi(A) := h(o, Ny, Yo € AF(M),

wobei A € A*(M) und die symmetrische Bilinearform h auf T*(M) bzw. A'(M) auf
alle A*(M), k =0, ...,4 erweitert wurde durch:

h(a* Ao Aa® BY A A BR) = det((R(af, )i jot..k)-

Man sieht aus Gleichung (2.11), daf sich die Operatoren x; und *; zu zwei Inertialrah-
men ¢ und j = ¢y nur durch ein Vorzeichen unterscheiden konnen:

*l = d@t(’)/)*k2 =+ *i .

Schlielich erhalten wir fiir einen inertialen Rahmen i = (ig, i1, 42, i3) mit Dualrahmen
L= (I°T1" 1% I?) folgende Beziehungen:

*(I°ANTF) = 0, Vk=1,2,3
*(IPANTY) = IOAT
*(PATY = IONT?
x(I"ANT?) = I°NTP

Wieder zuriick zur minimalen Kopplung:
Gibt man sich auf M ein elektromagnetisches Feld F' vor, so ist das gleichwertig mit
der Vorgabe einer Kritmmungs-2-Form  auf P = M x U(1). Denn sowohl F als auch
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sind geschlossen, dF' = 0 (1. Maxwellgleichung), d€? = ddw = 0, und diese Eigenschaft
wird durch die zueinander inversen Zuordnungen

.q
Qp = i-71pF,
F h P
Fo = —i%U*Q,

mit o : M — P ein Schnitt, nicht verandert. Weiters ist garantiert, dafl {2z horizontal
und rechtsinvariant ist:

Qr(V,.) = i%F(T?TP(V), ) =0, weil Tmp(V) = 0 fiir jeden vertikalen Vektor V,

(0,)"Qp = i%(wp 00,) F = Qp, weil mp 00, = 7p, Yu € U(1).

Da H2,(M) = 0 auf der Galileischen Mannigfaltigkeit, sind die geschlossenen 2-Formen
die exakten 2-Formen. Es gibt also immer 1-Formen A auf M, sodal F' = dA gilt, und
diese A unterscheiden sich wegen Hjn(M) = 0 immer durch das Differential einer
Funktion

A:M =R, F=dA=dA, A =A+dA.

Zu jedem A mit F' = dA 148t sich mit Hilfe eines Schnitts ¢ : M — P eine Zusammen-
hangs-1-Form w auf P durch

ocfw = z'gA
h

definieren, sodafl die Kriimmungs-2-Form (2 dieses Zusammenhanges gleich der von F
induzierten ist

Q) = oc*dw = igdA = igF.
h h

Zu jedem elektromagnetisches Feld F auf M erhdlt man also genau eine
Kriimmungs-2-Form Q auf P (und umgekehrt, sodal die Zuordnungen invers sind).
Zusammenhangs-1-Formen w mit dw = §2 sind aber nicht eindeutig durch F' bestimmt.
Sie konnen jedoch nach Wahl eines elektromagnetischen Potentials A zu F' und eines
Schnittes o : M — P immer durch o*w := i%A konstruiert werden. Ferner gibt es keine
Zusammenhangs-1-Formen w mit dw = €2, die nicht auf diese Weise konstruierbar sind,
denn aus Q = dw = dw' folgt do*(w — w') = 0 und somit o*w = o*w’ + idyp fiir einen
Schnitt o : M — P und eine reellwertige Funktion ¢ auf M. Mit o*w =: i{ A und
0w’ =it A" ergibt sich A = A’ + %d(p.

Die Zusammenhangs-1-Formen w mit dw = () konnen auch durch sogenannte
Eichtransformationen eines wy mit dwy = §2 gewonnen werden.
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Aktive Umeichung:

Definition 2.1 (Eichtransformation) Sei (M,0,9,V) ecine Galileische Mannig-
faltigkeit und P := M x U(1). Eine Abbildung ® : P — P heifit Eichtransformation
des U(1)-Prinzipalfaserbiindels P, falls gilt:

(1) @ ist fasertreu, d.h. 7p o & = wp und
(2) @ ist U(1)-dquivariant, d.h. §, 0 & = ® o6, Yu € U(1).

Folgerung 2.1 Die Menge der Eichtransformationen von P steht in bijektiver Bezie-
hung zur Menge der U(1)-wertigen Funtionen g : M — U(1) auf M, vgl. [Ish, p.129f.].
Denn eine Eichtransformation ® definiert durch

O(z,u) = (z,ug(zr)), VreMueclU(1) (2.12)

eine U(1)-wertige Funktion g auf M, und, umgekehrt, jede U(1)-wertige Funktion ¢
auf M definiert durch Gleichung (2.12) eine Eichtransformation ® von P. Mit Hilfe
einer reellwertigen Funktion ¢ auf M schreiben wir g = €%,

Ausgehend von einer Zusammenhangs-1-Form wg auf P 1a8t sich mit einer
Eichtransformation ® durch

L BF
CL).—CI)WO

eine neue, eichtransformierte Zusammenhangs-1-Form w auf P definieren, vgl. [Kobl,
p.79ff.]. Die horizontalen Unterrdume des zu w gehorigen Zusammenhangs V werden
durch die Tangentialabbildung 7'® in die horizontalen Unterrdume des zu wy gehorigen
Zusammenhangs V, abgebildet.

Sei 0 : M — P ein Schnitt von P und Ay die zu wy und o gehorige 1-Form auf M, d.h.

.q
0wy =: Zng.

Wir berechnen nun die zum selben Schnitt o gehorige 1-Form A der Zusammenhangs-
1-Form w und verwenden dabei, dal 7: M — P, 7 := ® o ¢ wieder ein Schnitt von P
ist, und sich mittels der zu ® gehoérenden U(1)-wertigen Funktion g als 7 = 0g = ge'
schreiben 148t, vgl. Seite 24:

T4 = oo,
h
= (Poo)wp
T*WQ
= o'wy+idp (vgl. Gleichung (2.3))

= i%A0+idgp, also

A = Ag+2de. (2.13)
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Der Ubergang von Ay zu A, der durch Anderung der Zusammenhangs-1-Form mittels
einer Eichtransformation bei festgehaltenem Schnitt zu Stande kommt, wird als aktive
Umeichung bezeichnet.

Aus Gleichung (2.6) erhalten wir unmittelbar die

Folgerung 2.2 Die Kriimmungs-2-Form bleibt unter Eichtransformation invariant,
d.h. hat wy Kritmmung €2y = dwy, so gilt fiir eine Eichtransformation ® mit w := ®*wy,
dafl die Kriitmmung €2 = dw von w gleich der von wy ist: 2 = .

Weiters folgt, mit #hnlichen Argumenten wie auf Seite 29, daf§ sich alle Zusam-
menhangs-1-Formen w mit dw = 2, fiir ein vorgegebenes €2, durch Eichtransforma-
tionen aus einem wy mit dwy = () gewinnen lassen.

ERGEBNIS:
Die minimale Kopplung eines elektromagnetischen Feldes F' an die Geometrie des
Prinzipalfaserbiindels P ist also nicht eindeutig! Zu einem F' auf M gibt es unendlich
viele Zusammenhénge V auf P mit zugehoriger Zusammenhangs-1-Form w, sodafl

q
dw =i-mpF
w =i Tp

gilt. Um konkrete Rechnungen durchfiithren zu kénnen, mufl also zuerst ein solches
w gewiahlt werden. Die Rechenergebnisse, die physikalische Relevanz besitzen, sol-
len jedoch wunabhdngig von der Wahl eins w aus der zu F' gehorenden Klasse von
Zusammenhangs-1-Formen sein. In der Definition der Erwartungswerte von Observa-
blen muf} diese Unabhéngigkeit garantiert werden.

2.3 Ortsoperatoren und Impulsoperatoren

Transformationsverhalten der kovarianten Ableitung von Wellenfunktionen:
Sei (M, 0,g,V) eine Galileische Mannigfaltigkeit und ¥ : M — E ein Schnitt im zu-
gehorigen hermiteschen Vektorbiindel (F, mg, M, (.,.)), vgl. Seite 21. Sei weiters w eine
Zusammenhangs-1-Form im Prinzipalfaserbiindel P = M x U(1) und V die zugehorige
kovariante Ableitung. Mittels eines Schnittes o: M — P 1a8t sich ¥ als ¥ = [0, ¥,]
schreiben. Die kovariante Ableitung VxW¥ von ¥ nach einem Vektorfeld X € X(M)
148t sich folgendermaflen berechnen, vgl. [Ish, p.172]:

VxV = [0, X(V,) + c"w(X)T,] (2.14)

Oder kurz:

VU = [o,d¥, + c*w¥,]
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Sei nun ® : P — P eine Eichtransformation mit zugehoriger U(1)-wertiger Funktion
e¥: M — U(1), & := ®*w die cichtransformierte Zusammenhangs-1-Form und V
die entsprechende, eichtransformierte kovariante Ableitung. Die Eichtransformation ®
induziert auf der Menge Sec(F) der Schnitte von E eine Transformation, die wir wieder
mit einer Tilde bezeichnen: YWV € Sec(E) sei

U = e Y,

Eine direkte Rechnung bzw. [Gre2, p.259] ergibt folgendes wichtiges Transformations-
verhalten:

VU = VU (2.15)

Definition der Orts- und Impulsoperatoren zu einem inertialen Beobachter:
Sei b ein inertialer Rahmen der Galileischen Mannigfaltigkeit (M, 6,9, V) und B der
dazu duale Rahmen. Seien weiters fiir u = 0,1,2,3 a* : M — R die bis auf eine ad-
ditive Konstante bestimmten Funktionen auf M, die dz* = B*, Yu = 0, 1, 2, 3 erfiillen.

AcHTUNG: Auf Grund der angesprochenen Unbestimmtheit der Funktionen x*
wiire es im Folgenden korrekter von Ortsoperatoren zu einem inertialen Beobachter bei
Wahl eines ,,Ursprungs® zu sprechen.

Definition 2.2 (Orts- und Impulsoperatoren) Unter den obigen Voraussetzung-
en sind die drei Ortsoperatoren X®, a = 1,2, 3 definiert als

X*:Sec(E) — Sec(E)
U — XYU) =2V

und die drei Impulsoperatoren P*, a =1,2,3 als

P®: Sec(E) — Sec(FE)
U — PYVY):=—inV,, V.

Die Definition der Impulsoperatoren héangt nicht nur von den drei raumartigen
Vektorfeldern b,, a = 1,2,3 ab, sondern auch von der Wahl des Zusammenhangs
V, vgl. minimale Kopplung! Die Ortsoperatoren sind hingegen unabhingig vom
gewahlten Zusammenhang in P definiert.

BEMERKUNGEN:
Alternativ zur angegebenen Definition kénnte man die Einschréankung auf instantane
Réume > C M betrachten:

X;(\I/k;) = l‘a|2 \IJ|2 bzw.
P (¥s) —ihV, Vs -
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Dies ist wohldefiniert, da die Vektorfelder b,y := b,|sx tangential an die instantane
Raume X sind.

Definition 2.3 (Erwartungswerte) Sei ¥: M — E eine auf 1 normierte’ Wellen-
funktion® eines spinlosen Teilchens und ¥ C M ein instantaner Raum. Der Erwar-
tungswert (O, X, ) eines Operators O (z.B. Orts- oder Impulsoperator bzw. Linear-
kombinationen von Produkten von diesen) zum Zeitpunkt ¥ und zur Wellenfunktion
U ist definiert als, vgl. Seite 20:

E(0,%,0) = / (s, (OD)s) |us].

Die Erwartungswerte der Orts- und Impulsoperatoren zu einem inertialen Beobach-
ter sind invariant unter gleichzeitiger Eichtransformation der Wellenfunktion und des
Zusammenhangs in P, denn:

/ (g, 25, |ax] = / €96 (U, W) || = / (W, 2T [jis]
> > >

auf Grund der Sesquilinearitit des Skalarprodukts (.,.) in E, und

/(‘i’z,—iﬁ@ba‘i’zﬂﬂﬂ = e (U, —ihe "V, Us) |pis:]
>

(Us, —=ihVy, V) |us]

J
J

vergleiche Gleichung (2.15).

2.4 Die Schrodingergleichungen auf M

Sei (M, 0,g,V) eine Galileische Mannigfaltigkeit und F' ein elektromagnetischer Feld-
stéarketensor.

Um nun eine Schrédingergleichung fiir ein spinloses Teilchen der elektrischen Ladung
g € R und Masse m € R, m > 0, das unter der Einwirkung von F' steht, definieren zu
konnen, miissen zuerst zwei zusitzlich mathematische Objekte gewédhlt werden:

(1) eine Zusammenhangs-1-Form w auf P mit der Eigenschaft dw = i{7pF (minimale
Kopplung) und

(2) ein inertialer Rahmen b = (b, b) = (bo, b1, ba, b3).

*dh.: [((Us, Us) [ps| =1, fiir alle instantanen Réume X.
5 muf natiirlich im Definitionsbereich von O liegen, worauf im Folgenden jedoch nicht mehr
hingewiesen werden wird.
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Nach deren Wahl 1dt sich der Schrédinger-Differentialoperator D; definieren:

Dy = iV, + 4570 V4, (2.16)

wobei V die zu w gehérende kovariante Ableitung von Schnitten in £ bezeichnet. Daf3
eine Wellenfunktion ¥ die Schrédingergleichung zu w und b erfiillt, bedeutet dann,
dafl ¥ im Kern des Schrodinger-Differentialoperators Dy’ liegt, d.h.:

Dyv =0

Verwendet man einen Schnitt ¢ : M — P und Gleichung (2.14), so schreibt sich
die Schrodingergleichung fiir eine Wellenfunktion ¥ = [0, ¥,;] zum Schrodinger-Differ-
entialoperator Dy’ als:

3
VU = —12 3"V, Y, U baw.
k=1
q h? : q q
Zﬁ(bo + igAg)\I’U = —5m 2 (bk + ZgAk)(bk + ZgAw\I’g

fiir den Representanten ¥, von ¥ zum Schnitt o, wobei o*w =:i{ A und A, := A(b,)
definiert wurde.

Insbesondere erkennt man, dafl die Schrédinger-Differentialoperatoren
im Allgemeinen von einander werschieden sind. Sowohl die verschiedenen
Wahlmoglichkeiten einer Zusammenhangs-1-Form als auch eines inertialen Rahmens
fithren im Allgemeinen zu verschiedenen Schrédinger-Differentialoperatoren und somit
auch zu verschiedenen Schrédingergleichungen!

BEMERKUNG:

Der Term Zizl Vi, Vi, im Schrodinger-Differentialoperator Dy ist unabhingig vom
gewihlten inertialen Rahmen b = (bg,b) = (bg, by, ba, bs), da sich bei einem anderen
inertialen Rahmen b = (b, ") = (b}, b}, by, b3) die raumartigen Vektorfelder ¥’ nur um
eine Drehspiegelung &/ = bR, R € O(3) von b unterscheiden. Aus V,x .y = rVyx +
Vy, VXY € X(M), r € Rund R'R = RR' = 13, VR € O(3) folgt dann die Invarianz
des Operators Zzzl Vi, Vi, =: D*.

Somit geniigt es zur Definition eines Schrodinger-Differentialoperators eine
Zusammenhangs-1-Form w und ein paralleles Geschwingigkeitsvektorfeld V/
auf M, d.h. ein Vektorfeld V: M — T(M) mit (V) = 1 und VV = 0, zu

wihlen. Denn dann erhilt man mit

2
D = ihVy + 5D
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genau die Schrodinger-Differentialoperatoren von oben.

Im Folgenden werden die Zusammenhénge zwischen den verschiedenen Operatoren,
Gleichungen und Losungsmengen studiert.

,Eichinvarianz®“ der Schroédingergleichung:
Es stellt sich die Frage, ob und, wenn ja, wie die Schrodingergleichungen bzw.
die Schrodinger-Differentialoperatoren zu verschiedenen, notwendigerweise durch ei-
ne Eichtransformation verkniipften, Zusammenhangs-1-Formen miteinander verbunden
sind. Weil der Schrédinger-Differentialoperator D zu w und b eine Linearkombination
von hintereinander ausgefiihrten, kovarianten Ableitungen ist, 18t sich die Transfor-
mationsformel (2.15) mehrmals anwenden, sodafl man als Ergebnis erhilt:

Dy = Dy

Das heifit, dal Losungen einer Schrédingergleichung bei gleichzeitiger Eichtransforma-
tion der Losungen und der Zusammenhangs-1-Form in Losungen der transformierten
Schrédingergleichung iibergehen:

DyV =0« Dg\if =0 oder ker(Dy) = ker(Dy).
Bezeichnen wir die Eichtransformation von Wellenfunktionen ¥ mit einem

O:P — P:®(zx,u) = (x,e¥Wu), Vo € M,ucU(1)

mit ¥ := e~ und die inverse Transformation mittels ®~ mit ¥ := ¢, so kénnen
wir die Losungsmengen bijektiv ineinander abbilden:

ker(Dg’) = keT(DZ’)
U=e™V «— ¥
U — U=¢"y

Die Erwartungswerte der jeweiligen Orts- und Impulsoperatoren zu den entsprechen-
den Wellenfunktionen &ndern sich nicht, vgl. Seite 33.

Anderung des inertialen Rahmens:
Das zweite Problem, das sich im Hinblick auf die Uneindeutigkeit der Schrodingerglei-
chung stellt, ist die Abhéngigkeit des Schrodinger-Differentialoperators vom gewéhlten
inertialen Rahmen b:
Gibt es zu zwei beliebigen inertialen Rahmen by und by tmmer Eichtransformatio-

nen ®: P — P, sodaf§ sich die Anderung vom inertialen Rahmen bny zum inertialen
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Rahmen b9y durch die Eichtransformation der Zusammenhangs-1-Form w zu w = ®*w
kompensieren laft?
Das wiirde bedeuten:

Dy =Dg, (2.17)

Die Antwort ist JA und {iiblicherweise unter dem Schlagwort ,Galileitransformation
in der Quantenmechanik® in den einfiihrenden Lehrbiichern der Quantentheorie zu
finden, z.B. [Gall, p.288ff.]. Die Rechnung dazu ist etwas ldnger, sodal hier nur die
wichtigsten Schritte ohne Details wiedergegeben werden:

Zu zwel inertialen Rahmen by und b, gibt es genau eine Galileimatrix v € I,
sodaBl by = b(1yy gilt. Wir schreiben genauer

v = ( qu Jg)’ v= (v v} 0*) R} ReO(3).

Als Ansatz fiir die Eichtransformation setzten wir
d:P — P:0(zx,u) = (x,e*@u), Vo € M, uc U(1).

Unter Verwendung eines Schnittes ¢ : M — P lassen sich mit Hilfe der Gleichung
(2.14) alle kovarianten Ableitungen in den beiden Schrodinger-Differentialoperatoren
Dg(l) und ng(z) berechnen. Die gewiinschte Gleichheit der Differentialoperatoren ergibt

sich dann als dquivalent zu den zwei Forderungen

k() = —%#; k=1,2,3 und (2.18)
2
m v

baplp) = —5- (2.19)

Sei By der zu by duale Rahmen. Seien weiters fiir = 0,1,2,3 x‘(‘l) : M — R die bis
auf eine additive Konstante bestimmten Funktionen auf M, die

dxé‘l) = Bé‘l), Vu=0,1,2,3

erfiillen. Die Gleichungen (2.18) und (2.19) sind dann &quivalent zu

2

dp = %(%dx?l) - Zi:l dex]&)) (2.20)

Man sieht, dafl die Funktion ¢ : M — R bis auf eine additive Konstante eindeutig
durch die Galileimatrix v = ( 11) JO% > und den Rahmen b,y bestimmt ist. Weites fallt
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auf, dal nur ,,Boosts® den Schrodinger-Differentialoperator dndern. Das heifit, dafl das
Differential der Funktion ¢ nur von v in 7 abhéngt, bzw. dal reine Drehspiegelungen
des inertialen Rahmens by den Operator Dl“_j(l) invariant lassen, was man schon an

dessen Form (Gleichung (2.16)) erkennen kann, vgl. auch die Bemerkung auf Seite 34.
Als mogliche Eichtransformationen erhélt man also Abbildungen

¢:P — P
O(x,u) = (r,e%PDy) mit
9 3
m v
@ = E{gx(()l) — kaxl(“l)} +ec, ceR

k=1

Die Unbestimmtheit in der additiven Konstanten ¢ beeinflult die Eichtransformation
der Zusammenhangs-1-Form w allerdings nicht, da sie sich nur in einer sogenannten
globalen (=konstanten) Phasentransformation von w ausdriickt. Gegeniiber solchen ist
w jedoch invariant, vgl. Gleichung (2.4): mit u := €% gilt (6,0®)*w = P*w, weil Fiw = w.

Die Losungsmengen der beiden Schrodingergleichungen
Dy VW =0und Dy ¥ =0
bay be2)

lassen sich nun, analog zur Situation der eichtransformierten Schrodinger-Differential-
operatoren, bijektiv ineinander abbilden. Wir bezeichnen dabei wieder die Eichtrans-
formation von Wellenfunktionen ¥ mit einem ® von oben mit ¥ := e ¥ und die
inverse Transformation mittels ®~! mit ¥ := ¢ :

ker(DZ’(l)) :ker(Dg’@)) = k:er(DZ’(Q))

U=e™V « ¥

U — U =e%0

BEMERKUNG:

Hat man, wie bei der Besprechung der ,, Eichinvarianz“ der Schrodingergleichung, zwei
verschiedene Zusammenhangs-1-Formen w und @ mit dw = dw = () vor sich, so ist
die Eichtransformation ® : P — P : ®(z,v) = (r,e%@v), die & = ®*w erreicht, nur
bis auf eine globale Phase u = ¢ € U(1), ¢ € R bestimmt (5 w = w). Somit ist
auch die zugehorige Eichtransformation der Wellenfunktionen ¥ +— ¥ := ¢~ ¥ nur
bis auf eine globale Phase u € U(1) bestimmt, d.h. ¥ := e ¥ ist gleichberechtigt
zu U := ue 0. Welche Eichtransformation der Wellenfunktionen jedoch verwendet
wird, ist im Bezug auf die physikalische Bedeutung der Wellenfunktion ¥ irrelevant,
da in der Berechnung von Erwartungswerten, vgl. Definition 2.3, eine globale Pha-
sendanderung der Wellenfunktion keine Auswirkungen hat.
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Ahnlich verhilt es sich bei einem Wechsel des inertialen Rahmens, weil dieser eindeutig
durch einen Wechsel in der Zusammenhangs-1-Form beschrieben werden kann, vgl.
Gleichung (2.17).

Anwendung (,,Galilei-Invarianz* der freien Schrodingergleichung):

Falls das elektromagnetische Feld F' verschwindet, also F' = 0, nennt man die zu-
gehorigen Schrodingergleichungen ,frei“. In diesem Fall gibt es zu einer gew&hlten
Zusammenhangs-1-Form w mit dw = 0 immer, vgl. [Kobl, p.92f.], einen Schnitt
o : M — P, sodaf8 die Potential-1-Form A, definiert durch o*w =: i A, verschwin-
det, also A = 0. Wahlt man zusétzlich einen inertialen Rahmen b(1), dann lautet die
zugehorige Schrodingergleichung:

3
2
iV U = =9 > Vi, Vi, U baw.
k=1
h? :
ihb(l)g\I’g = _%Zb(l)kb(l)k‘yo (221)
k=1

fiir den Representanten ¥, von ¥ zum Schnitt o. Beziiglich eines anderen inertialen

. 1 0 .
Rahmens b5y = byy mit v = ( v R ) gilt:

U e /{:er(D?_f(l)) & U=e%0 ¢ ker(Dg(Q))

m v >
mit ¢ = E{;x%) — kaxl(gl)} +c ceR
k=1

und den Funktionen Ty, V= 0,...,3 wie weiter oben erklart. Fiir die Schrodinger-
gleichung beziiglich w und b, heifit das, dafl die Losungen ¥ = [0, ¥,] der Schrodin-

gergleichung zu w und by durch die lokale Phasentransformation €' in bijektiver Weise
in Losungen der Schrodingergleichung zu w und by, tibergehen:

3
. 7 hz i
Zﬁvb(2)0(6 cplp) = —%vamkvb(?)k(e (‘0\1’) bzw.
k=1
K2 ’
ihbiay (€ W,) = _%Zb(z)kb@)k(ewm). (2.22)
k=1

Der Kartenausdruck der Gleichung (2.21) in einer inertialen Karte (41, Uy) zu by, d.h.
byy = 9%W, liefert die bekannte, freie Schrodingergleichung fiir eine komplexwertige
Funktion

Y=V, 00" V= (U;) — C
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mit vier reellen Argumenten. Analog erhélt man mit einer inertialen Karte (¢o, Us) zu
bz, also by = 0% mit Uy N Uy # () durch den Kartenausdruck der Gleichung (2.22)
eine weitere komplexwertige Funktion

Yo = (¥W,) 0 oyt i Vo 1= a(Up) — C

mit vier reellen Argumenten, die ebenfalls die freie Schrodingergleichung erfiillt. Zwi-
schen den Mengen ¢1(U; N Uy) und ¢o(Uy N Us) gibt es nach Satz 1.5 eine lokale
inhomogene Galileitransformation und zwischen den entsprechenden Einschrankungen
der Funktionen 1, und 1y herrscht die bekannte Galileitransformation fiir Wellenfunk-
tionen in der Quantenmechanik:

. -1
1 = (7)o (paoprt),
w2 = 7 'pr1+a, aeR

Dieser Sachverhalt wird iiblicherweise ,Galilei-Invarianz® der freien Schrédinger-
gleichung genannt, wobei allerdings an der Bezeichnung ,Invarianz“ zu zweifeln ist.
Vergleiche dazu z.B. [Gall, p.293].

Fiir die freie Schrodingergleichung (Zusammenhangs-1-Form w mit dw = 0) auf

einer vollstindigen Galileischen Mannigfaltigkeit (M, 6, g, V) erhélt man eine Ope-
ration der Automorphismengruppe A(M, 0, g, V) auf der Losungsmenge der
freien Schrodingergleichung (modulo globale Phase):
Sei b ein inertialer Rahmen und ¢ : M — R* eine globale inertiale Karte, fiir die
b = 9% gilt. Fiir jeden Automorphismus f € A(M,0,qg,V) ist der Kartenausdruck
o =pofopt:R*— R*von f bzgl. der Karte ¢ eine inhomogene Galileitransfor-
mation des R*:

Fo(€) = V)€ + atrg)s V) € Tra(ry) € RY.

Wir bezeichnen mit ¢,) : M — R die Phasenfunktion, die durch 7,y und b bis auf
eine additive Konstante eindeutig bestimmt ist, vgl. Gleichung (2.20). Dann folgt mit
analoger Argumentation zu oben (verwende ¢ o f~! als zweite globale Karte), daf

~

f(O) := e U0 (Wo f71) (2.23)

Losung der freien Schrodingergleichung zu Dy’ ist, falls W es ist. Wir erhalten somit
eine Linksoperation der Automorphismengruppe A(M, 0, g, V) auf den U(1)-Strahlen
U(1)¥, ¥ € ker(Dy) der Losungen der freien Schrédingergleichung zu Dy
L:AM,0,9,V)x{UL)V, ¥ € ker(Dg)} — {UM)V, V€ ker(Dy)}
(UMW) = L(AUD)Y) = UL)f(P).
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Orts- und Impulsoperatoren bzw. deren Erwartungswerte zu zwei inertialen
Rahmen:

Aus dem Abschnitt {iber Erwartungswerte von Orts- und Impulsoperatoren und mit
Hilfe der Uberfithrung der Losungsmengen der Schrodingergleichungen zu zwei ver-
schiedenen Zusammenhangs-1-Formen w und @ mit dw = do (aber demselben inertialen
Rahmen), erkennt man, daf die Vielfalt in der Wahlméglichkeit einer Zusammenhangs-
1-Form zu einer vorgegebenen elektromagnetischen Feldstéirke F' keinen Einflul auf die
physikalischen Aussagen der Theorie, d.h. die Berechnung der entsprechenden Erwar-
tungswerte, hat.

Im Folgenden untersuchen wir das analoge Problem beziiglich der verschiedenen iner-
tialen Rahmen, die man zur Definition einer Schrédingergleichung wéahlen kann, wobei
nun immer dieselbe Zusammenhangs-1-Form verwendet wird:

Seien also b(;y und b, zwei inertiale Rahmen (mit dualen Rahmen B,;), B,,)), die durch
eine Galileimatrix v miteinander verbunden sind,

. 10
bigy = byy mit 'Y:(U R)-

Weiters sei U eine quadratintegrable, auf 1 normierte, Losung zum Schrodinger-Differ-
entialoperator D‘l_;’(l) und ¥ = %0 die (bis auf eine globale Phase) entsprechende
Losung zum Schrodinger-Differentialoperator DQ“’@). Seien weiters fiir ¢ = 1,2 und pu =
0,1,2,3 x‘é) : M — R die bis auf eine additive Konstante bestimmten Funktionen auf
M, die d:l:é‘z.) = Béfi), Vi=1,2und u = 0, 1,2, 3 erfiillen. Es gilt fiir die Einschrinkungen

auf einen instantanen Raum X C M:

3
Tl s= ZRgx?Q)\g +vt 45", a=1,2,3
b=1

fiir entsprechendes ¢t € R und s = (s', 52, 5%) € R3. Die Impulsoperatoren zu w und
den inertialen Rahmen b(;y und by, transformieren gemés :

—ihVp,, = —mvb(mRL = —ihRZVb(l)l, k =1,2,3 (Summenkonvention).

Wir vergleichen nun die Berechnung von Orts- und Impulserwartungswerten der beiden
»inertialen Beobachter® b(;y und by

(W, z(y¥) = \If,e_wewx‘(ll)\IJ)

= + 0% 4 s)U)
= RV, :z;’gQ) )+ (W, v ) + (U, sW)
= RY(V,z{py V) + v + s
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Somit erhalten wir den ,,gewiinschten“ Zusammenhang

E(X{), 5, 0) = Ry B(X},), S, 0) + vt 45, a=1,2,3. (2.24)

Interessanter ist die Angelegenheit bei den Erwartungswerten der Impusoperatoren zu
b1y und by und w, zumal sich z.B. bei einem reinen Boost

(10
7_1)]_3

die Impulsoperatoren zu den beiden inertialen Rahmen nicht unterscheiden, die
entsprechenden Erwartungswerte sich allerdings um einen Relativimpuls mv unter-
scheiden sollen. Der gewiinschte Effekt kann daher nur von der Transformation der
Wellenfunktion durch den Beobachterwechsel herriihren.

Wir gehen aus vom allgemeinen Fall

. 10
by = bryy mit ”Y:<U R)'

V bezeichnet die kovariante Ableitung zur Zusammenhangs-1-Form w, V die zu d*w,
U = eV und U := e~ %W, wobei die folgenden zu einander inversen Eichtransforma-
tionen ® und yx eingefithrt wurden:

d(z,u) = (z,e% Dy )mit

@ = —{—x va(l}—l—c ceR

und x(z,u) = (z,e"%@y). Weiters verwenden wir einen Schnitt ¢ : M — P, womit
wir ¥ = [0, U, | schreiben, und wir beniitzen ferner das aus Gleichung (2.15) bekannte
Transformationsverhalten.

<\i]7vb(2)k\il> <\Ij vb(2)k >
= (0, 69V, 0
= <\Ij vb(Q)k >
= (T, [0, b Ty + 0" "W (b)) Us))
= (W [0 Rk<b(1 Vo) + (0w + idp) (bay Ry, Vo))
= (¥, [0,ban¥s +o w(b(1>l)‘1’o]>R§c+ (U, W)idp(boy) Ry,
= <\I] vb(m >Rl (Rt)éc
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und daher

3
(U, V,,,T) = Z Ri(T, Vi, U) + z‘%ul.
k=1

Somit gilt fiir die Erwartungswerte der Impusoperatoren

Py = —ihVi,

Pé) — _iHVb@)a = (Rt)(gp(bl)
b . b pa

Phy = Ry

fiir einen instantanen Raum X der folgende ,, gewiinschten* Zusammenhang

E(P

UL 8) =30 Re E(P), U, 5) +me®, a=1,2,3. (2.25)

ERGEBNIS:
Die zueinander inversen Bijektionen

Y

'_)
U -

4

o
eV

> KR

iiberfithren also nicht nur Losungen in irgendwelche Losungen der entsprechen-
den Schrédingergleichungen zu zwei inertialen Beobachtern, sie bilden dariiberhinaus
Losungen auf die Losungen ab, die physikalisch den selben Zustand beschreiben.



Kapitel 3

Die Schrodingergleichungen auf
Gal(M)

Im vorangehenden Kapitel wurde gezeigt, dafl es keine ,kanonische“ Schrodinger-
gleichung auf einer Galileischen Raumzeit-Mannigfaltigkeit gibt. Neben der Unein-
deutigkeit der minimalen Kopplung, muf§ insbesondere ein inertialer Beobachter aus-
gezeichnet werden.

Dieses Kapitel stellt die erste von zwei Untersuchungen der vorliegenden Arbeit dar,
die letztere Vielfalt in der Definition von Schrodingergleichungen auf eine Gleichung
auf einer anderen Mannigfaltigkeit zuriickzufiihren.

3.1 Induzierte Strukturen auf Gal(M)

Bezeichnungen:

Sei (M, 0, g, V) eine Galileische Mannigfaltigkeit. Aus Kapitel 1 kennen wir bereits das
zugehorige Galileibiindel (Gal(M),m, M,T") mit

Gal(M) := {b = (bo,b) € L(M) : 0(bo) = 1,0(5) = 0, g(81,) = 15}.
Wir fithren weiters das U(1)-Prinzipalfaserbiindel
P:= Gal(M) x U(1)
und das dazu assoziierte hermitesche Vektorbiindel
E:=Pxyq C
ein. Die hermitesche Fasermetrik (.,.)r in E ist analog zu der in E erklédrt durch

<[(l_)7 ul)v Zl]? [(l_)v u2)7 22]>F = Z1U U 29

43
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Mit den Definitionen

pr:P — Gal(M)
(b,u) — pr(bu):=b

pr: E — Gal(M)
[(bw), 2] = pr([(b,u),2]) =0

erhalten wir also zusammenfassend das U(1)-Prinzipalfaserbiindel (P, pr,Gal(M))
und das dazu assoziierte hermiteschen Vektorbiindel (E, pr, Gal(M), (., .)r). Schliefllich
brauchen wir noch die Projektionen

7:P:=Gal(M)xU(l) — P=MxU(1)
(b,u) = 7(bu) = (m(b

7~T:E::]P)><U(1)(C — E::PXU(l)C
[(bvu)7z] = ﬁ-([(bvu)vz]) = [(W(b)vu%d

Wir erhalten zwei kommutative Diagramme von Projektionsabbildungen.
Fiir die beiden U (1)-Prinzipalfaserbiindel:

P —— P

o mp

Gal(M) SN, V/

Fiir die beiden hermiteschen Vektorbiindel:

E - E

prl lﬂE (3.1)

Gal(M) .M

Induzierte Zusammenhinge auf P:

(a) basische Zusammenhangs-1-Formen:

Die Abbildung 7 : P — P ist ein U(1)-Prinzipalfaserhomomorphismus. Es sei auf
P ein Zusammenhang mit Zusammenhangs-1-Form w zu einer elektromagnetischen
Feldstéarke-2-Form F' auf M gewéhlt.
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Nach [Kobl, p.81f.] gibt es genau einen Zusammenhang auf P, sodaf dessen horizon-
tale Unterrdume durch T'7 in die des Zusammenhangs auf P abgebildet werden. Die
Zusammenhangs-1-Form w dieses Zusammenhangs auf P ist gegeben durch

o =T w.

Bezeichnet ) = dw die Kriimmungs-2-Form von w und Q = dw die von @, so gilt

Q="
Aus Q = if7rpF erhalten wir weiters
N q —\ *
0= Z%(’ﬂ'p oT)"F.

Durchlduft man mit w alle zu 2 = i 7L F' gehorenden Zusammenhangs-1-Formen (ak-
tive Umeichung), so durchliuft w nicht alle Zusammenhangs-1-Formen auf P, deren
Kriimmung € ist.

Zum Zwecke einer genaueren Untersuchung fithren wir die Rechtsoperation p der ho-
mogenen Galileigruppe I" auf P ein:

p:PxI' — P

((b7 u)’ ’7) = P((b, u)’ ’7) = pv(b’ u) = (b/% u)
Man kann also das Biindel (P, 7, P) als I'-Prinzipalfaserbiindel auffassen und somit
die Bemerkungen von Seite 26 iiber basische Differentialformen auf einem Prinzipalfa-

serbiindel verwenden. Das oben aus einem w auf P definierte w = 7*w auf P ist also
basisch beziiglich der prinzipalen Faserung (P, 7, P,T"), d.h.

w(V) = 0 fur jeden vertikalen Vektor V' und
pio = w, Vyels.

Umgekehrt, jede basische Zusammenhangs-1-Form @ auf P, deren Kriimmungs-2-Form
- q —\*
dw = Z%(Tfp o) F

erfiillt, ist von der Form w = 7*w fiir eine Zusammenhangs-1-Form w auf P mit
dw = ifmpl.

Wir erhalten also fiir jede elektromagnetische Feldstiarke-2-Form eine bestimmte
Klasse von Zusammenhangs-1-Formen w auf P. Ein solches @ nennen wir basische
Zusammenhangs-1-Form zu F'.
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(b) galileivariante Zusammenhangs-1-Formen:

Wiéhlt man auf einer Galileischen Mannigfaltigkeit (M, 0, g, V) einen inertialen Rahmen
b: M — Gal(M), so ist das Bild b(M) eine zu M diffeomorphe Untermannigfaltigkeit
von Gal(M). Der angesprochene Diffeomorphismus und dessen Umkehrabbildung sind
gegeben durch

b: M — b(M) und
7 loary : O(M) — M.

Durchléuft man nun alle inertialen Rahmen, so erhélt man eine Blétterung von Gal(M)
in zu M diffeomorphe Blétter b(M), die durch homogene Galileitransformationen ein-
deutig miteinander verkniipft sind, vgl. Satz 1.5:

Sei nun auf P ein Zusammenhang mit Zusammenhangs-1-Form wy zu einer elektro-
magnetischen Feldstiarke-2-Form F' auf M gewihlt. Ferner sei ein inertialer Rahmen
by : M — Gal(M) fixiert. Aus Kapitel 2 wissen wir, daf} es zu jedem weiteren inertia-
len Rahmen b : M — Gal(M), b = by genau eine Zusammenhangs-1-Form w® auf P
gibt, mit )

Dy = Dg’(‘;).
w? 148t sich schreiben als w? = ®Zwp, mit einer bis auf eine globale Phase eindeutig
bestimmten Eichtransformation ®., : P — P, die nicht nur von 7 sondern auch von der
Wahl von by abhéingt! Schliefilich wird noch daran erinnert, daf sich jedes Element von
P eindeutig als (b(x), u) schreiben 148t, mit b inertialer Rahmen, 2 € M und u € U(1).
Unter diesen Voraussetzungen definieren wir die zugehorige galileivariante Zusam-
menhangs-1-Form @ auf P durch

O(p(z) ) = (ﬁ*wb)@(xm), V b inertialer Rahmen, x € M, u € U(1).

Das so definierte @ ist eine Zusammenhangs-1-Form auf dem U (1)-Prinzipalfaserbiindel
P, weil @ eine beliebig oft differenzierbare (verwende Trivialisierung und [Ish, p.159])
1R-wertige 1-Form auf P ist und die charakteristischen Eigenschaften einer Zusam-
menhangs-1-Form auf einem Prinzipalfaserbiindel mit kommutativer Strukturgruppe
besitzt, vgl. [Kobl, p.64]:

(1) @(A*) = A, YA € Lie(U(1)) = iR mit A* das zu A gehorende fundamentale,
vertikale Vektorfeld auf P, vgl.[Kobl, p.51, p.63].

(2) 0w =©, Yo € U(1) mit 6, : P — P : §,(b(z),u) := (b(z),uv) Rechtsoperation
der Strukturgruppe U(1) auf P.
(gleiche Notation wie fiir 6, : P — P : §,(z,u) = (z,uv))
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Bewezs.

(1) D)) (A7(0(),0) = @, oy (T T (A (0(), 1)) = Wi, ) (Ap(2, 1)) = 4, da
w? Zusammenhangs-1-Form; mit A% dem zu A gehérenden fundamentalen Vek-

torfeld auf P. O

(2) direkte Rechnung:

(6,0) b)) = Dip(a)uv) © T(b(a)u)0o

b
= w
(a:,uv

b —_
- w(’xﬂw) © (b(z),u) (71— o 51})
b —
= W) © Tb@)w) (0v © T)

Z,uv)

= Q OTac u)du OT(b ),u)ﬁ-

(xuv)
= (6;0) @) © Tp(a) )T
= We@)w U

) © Tlo@),un)™ © T{p(a),u)0v

FEigenschaften:

e & ist eine horizontale Differentialform beziiglich der Faserung (P, 7, P), d.h.
@(V) = 0 fiir jeden vertikalen Vektor V:

~ b _
D)) (V) = Wiy (L@, m(V))
b
(z

e wist ,galileivariant®, d.h. (by X idy)) @ = ®X(b X idy))*@, Vb : M — Gal(M)
inertialer Rahmen, V~y € I', wobei ®, eine zu b und 7 gehérende Eichtransforma-
tion ist:

((by x 1dy)) @)z = N(b(x)y w) © Tlau) (by X idy 1)

(W) wwyyn) © T (b X idir)

(w? )cm © Tip(ayyw)T © Tiaany (7 X idu1))
= (w

= (2]

b’y)(xu o Txu ZdP

W)

Andererseites folgt aus dieser Rechnung auch w® = (b x idy(1y)*@, wenn man
v = 14 setzt, und somit erhélt man die Behauptung.
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e Die Kriimmungs-2-Form = d& zu @ ist nicht dieselbe wie zu einer basischen
Zusammenhangs-1-Form @, wie eine etwas lingere Rechnung mit Hilfe der Tri-
vialisierung Gal(M) x U(1) 2 M x I' x U(1) zum globalen Schnitt b, zeigt,
vgl.[Ish, p.132,159]. Es gilt jedoch

d((b x idyn))*@) =i 7TPF Vb: M — Gal(M) inertialer Rahmen.
Denn:
>< ’LdU 1))

- (vau) © T(b(a:) )ﬁ- Tm (z,u) (b X ZdU(l))

b
= W) © Lww (T o (b X idy)))
= W o 1o (idp)

(z,u)
— also
(z,u)?

(l_)X idU(l))*J) = wQ.

Wie die basischen Zusammenhangs-1-Formen auf P, lassen sich auch die galileivari-
anten Zusammenhangs-1-Formen, neben der konstruktiven Definition, eindeutig durch
charakeristische Figenschaften definieren:

Die galileivarianten Zusammenhangs-1-Formen @ zu einem F' auf M sind genau jene
Zusammenhangs-1-Formen auf P, die folgende Eigenschaften erfiillen:

(1) w(V) =0,
fiir jeden vertikalen Vektor V' beziiglich der Faserung (P, 7, P).

Vb: M — Gal(M) inertialer Rahmen, Vy € I, wobei ®., eine zu b und  gehoren-
de Eichtransformation ist. (Galileivarianz)

(3) d((b x idyq))'@) = ifmpF
Vb: M — Gal(M) mertlaler Rahmen.

Die standardhorizontalen Vektorfelder auf Gal(M):

In [Kobl, p.119] werden standardhorizontale Vektorfelder allgemeiner auf den Rah-
menbiindeln von Mannigfaltigkeiten mit linearen Zusammenhéngen definiert. Die hier
gegebene Definition ist an den Begriff der Galileischen Mannigfaltigkeit angepafit und
entspricht der Einschrankung der standardhorizontalen Vektorfelder aus [Kobl1] auf das
Galileibiindel.



3.1. INDUZIERTE STRUKTUREN AUF GAL(M) 49

Definition 3.1 (standardhorizontale Vektorfelder) Sei (M, 0, g, V) eine Galilei-
sche Mannigfaltigkeit. Zu jedem ¢ € R* (Spaltenraum) definieren wir das Vektorfeld
B¢ auf Gal(M) durch:

(1) Die Vektoren B%(b) liegen in den horizontalen Unterriumen des linearen Zu-
sammenhanges V(, der sich ja auf Gal(M) einschréanken 148t):

B(b) € Hy(Gal(M)), Vb € Gal(M).
(2) Die Projektion von B¢(b) auf die Basismannigfaltigkeit M ergibt den Vektor
b€ € Ty (M):
Tym(B(b)) = b€ € Try(M), Vb € Gal(M).
Die Vektorfelder B¢ sind durch (1) und (2) eindeutig charakterisiert, vgl. Eindeutigkeit

des horizontalen Lifts [Kobl, p.64], und heilen standardhorizontale Vektorfelder
zu £ € RL

BEMERKUNGEN:
e konkrete Berechnung: Sei b : M — Gal(M) ein inertialer Rahmen und ¢ € R*. An
den Punkten b(x), x € M 4Bt sich das standardhorizontale Vektorfelder B schreiben
als

B (b(x)) = Tub (b(x)€).
Denn b(M) ist Integralmannigfaltigkeit zum Zusammenhang V, also gilt

T,b(To(M)) = Hyg)(Gal(M)) horizontaler Unterraum bzgl.V bei b(x),
Tyaym(T2b (b(2)8)) = Tu(m o b)(b(2)E) = Tridar (b(2)E) = b(x)E.

e horizontaler Lift: Mit Hilfe des Begriffs des horizontalen Lifts von Vektorfeldern bzw.
einzelnen Tangentialvektoren von M nach Gal(M), vgl. ([Ish, p.164], [Kobl, p.64]),

o x(M) — X(Gal(M)) fiir b € Gal(M) :
X — X! mit o Tw(M) — Hy(Gal(M))
X'(b) € Hy(Gal(M)), v — v mit
Lir(X'(0) = X((b), Vb€ Gal(M) Tyr(v") = v

148t sich das standardhorizontale Vektorfelder B¢ zu ¢ € R* auch definieren durch

Bi(b) = (b€)"% Vb e Gal(M).
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Verwendet man nun fiir den R* die kanonische Basis

1 0 0 0

0 1 0 0
0= (50,51,52753) = ( ol o |- 1 | o )>

0 0 0 1

so erhélt man vier kanonische Vektorfelder k,, u = 0,1,2,3 auf Gal(M), die allein
durch die Struktur der Galileischen Mannigfaltigkeit (M, 6, g, V) bestimmt sind:

E = (k’o,kl,kg,k‘g), mit kﬁu = Bé“.

Alternative Definition durch horizontalen Lift:

k,(b) == (b,)'t, wobei b = (by, by, by, bs) € Gal(M).

3.2 Die Schriédingergleichungen auf Gal(M)

Wir betrachten Schnitte ¥ : Gal(M) — E und definieren Differentialoperatoren, die
darauf operieren. Dabei bezeichnen wir mit V die zu einer basischen Zusammenhangs-
1-Form @ gehoérende kovariante Ableitung von Schnitten ¥ wie oben, und mit V die
zu einer galileivarianten Zusammenhangs-1-Form @ gehorende kovariante Ableitung.

Definition 3.2 Sei (M,60,9,V) eine Galileische Mannigfaltigkeit, F' eine elektro-
magnetische Feldstérke-2-Form auf M und @ bzw. @ eine basische Zusammenhangs-1-
Form bzw. eine galileivariante Zusammenhangs-1-Form auf P = Gal(M) x U(1) zu F.
Seien ferner k = (ko, k1, ko, k3) die vier kanonischen Vektorfelder von (M, 0, g, V) auf
Gal(M). Der Operator

— . — 2 — —
D:= /thkO + 2h—m 213:1 vkkvk‘l

heifit basischer Schrédinger-Differentialoperator zu w, und der Operator

= — 5 S
D := iV, + 2h—m Z?Zl Vi, Vi,

heifit galileivarianter Schrédinger-Differentialoperator zu w.
Die zugehorige basische Schrédingergleichung fiir Schnitte ¥ : Gal(M) — E lautet

DV = 0,

und die galileivariante Schrodingergleichung lautet

DY = 0.
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Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen diesen Schrodingergleichungen

auf Gal(M) und jenen, im Kapitel 2 diskutierten, Schrodingergleichungen auf M, die
jedoch die Auswahl eines inertialen Rahmens voraussetzen.
Sei also b : M — Gal(M) ein inertialer Rahmen und ¥ : Gal(M) — E ein Schnitt
von E. Auf Grund der Kommutativitidt des Diagramms (3.1) 1afit sich dem Schnitt W
eindeutig ein Schnitt ¥, : M — E zuordnen, der das folgende Diagramm kommutativ
macht.

E -~ F

WT ng (3.2)

Gal(M) «—2— M
In einem ¥ : Gal(M) — E sind also Wellenfunktionen ¥, : M — E zu jedem inertialen
Rahmen b ,iibereinandergestapelt“. Aus dem Diagramm liest man ab

Uy=moWob.
Wir erhalten den folgenden

Satz 3.1 Sei (M,0,q,V) eine Galileische Mannigfaltigkeit, F' eine elektromagnetische
Feldstirke-2-Form und @ bzw. @ eine basische Zusammenhangs-1-Form bzw. eine ga-
lileivariante Zusammenhangs-1-Form zu F. Sei weiters W : Gal(M) — E ein Schnitt
von E und b: M — Gal(M) ein inertialer Rahmen. Dann gilt

(1) Ist ¥ Lisung der basischen Schridingergleichung zu w, dann ist WUy, Losung der
Schrodingergleichung zum inertialen Rahmen b und zur Zusammenhangs-1-Form
w = (b X sz(l))*@

DV = 0= DyW, =0 (3.3)

(2) Ist W Losung der galileivarianten Schrodingergleichung zu @, dann ist W,
Losung der Schrodingergleichung zum inertialen Rahmen b und zur Zusammen-
hangs-1-Form w := (b x idyq))*@.

DU =0= Dy¥, =0 (3.4)

Beweis.
Sei b: M — Gal(M) ein inertialer Rahmen. Wir bezeichnen der notationellen Einfach-
heit halber mit & den U(1)-Prinzipalfaserhomomorphismus b x idy 1.

h:P=MxU(l) — P=Ga(M)xU(1)
(@,u) — h(z,u) = (b(),u)
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Den , vollstédndigen* U (1)-Prinzipalfaserhomomorphismus zeigt das folgende kommuta-
tive Diagramm.

P>, P

| &

M —— Gal(M)

Im Weiteren verwenden wir eine fiir den Beweis vorteilhafte Beschreibung von Schnitten
in assoziierten Vektorbiindeln und deren kovariante Ableitung, vgl. [Kobl, p.115], [Ish,
p.149,173] und [Marl, p.641]:

Zu einem Schnitt ¥ : Gal(M) — E gibt es eindeutig eine Funktion f = i(¥), f : P — C
mit der Aquivarianzeigenschaft f o, = u='f, Yu € U(1), wobei 6, : P :— P die
Rechtsoperation mit u € U(1) auf P bezeichnet, sodaf gilt

W(b) = [(b,u), f(b,w)], Vb € Gal(M),u € U(1).

Umgekehrt gibt es zu jeder Funktion ¢ : P :— C mit obiger Aquivarianzeigenschaft
genau einen Schnitt ® = j(g), ® : Gal(M) — E, definiert durch

®(b) := [(b,u), g(b,u)], Vb € Gal(M) und ein u € U(1),

soda die Zuordungen ¢ und j invers zueinander sind. Fiir die entsprechenden Zu-
ordnungen bei Schnitten von E bzw. dquivarianten Funktionen auf P verwenden wir
dieselben Buchstaben ¢ und j.

Ist nun etwa w eine Zusammenhangs-1-Form auf P mit zugehériger kovarianter Ablei-
tung V und X € X(Gal(M)) ein Vektorfeld auf Gal(M), so gilt

i(Vx0) = X(i(D)),

wobei X der horizontale Lift von X beziiglich des Zusammenhangs V auf P bezeichnet,
also X1 € X(P), vgl. Seite 49. Den horizontalen Lift von Vektorfeldern Y € X(M)
beziiglich eines Zusammenhangs V mit Zusammenhangs-1-Form w auf P = M x U(1)
bezeichnen wir ebenfalls mit YT, also YT € X(P).

Sei also w € {w,w} eine basische oder eine galileivariante Zusammenhangs-1-Form
zu Fund V € {V, @} die zugehorige kovariante Ableitung. Wir verwenden die Be-
zeichnung f = (V) und berechnen

(V) = i)
= kl(f)oh
(df,kl>oh.
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Ferner gilt k| oh = Thob], vgl. Seite 49, wobei b], der horizontale Lift von b, beziiglich
der Zusammenhangs-1-Form w := h*® = (b X idy(1))*@w auf P ist. Daher erhalten wir
weiter

i(Vi,¥)) = (df,Thobloh™oh
= (h*df,b})
— bl(foh)
= b(i(Dy))
= i(Vy, Uy),

wobei die zu w gehorende kovariante Ableitung mit V bezeichnet wurde. Insgesamt
haben wir

A

(Vi, V), = Vi, V. (3.5)

Durch mehrmaliges Anwenden der Formel (3.5) auf die basische bzw. galileiva-
riante Schrodingergleichung DU = 0 bzw. DU = 0 und unter Verwendung von
(el + ?), = a¥y, + P, fiir alle & € C und Schnitte ¥ und ® von E erhalten wir
schliefllich die gewiinschten Inklusionen (3.3) und (3.4). O

Der Satz zeigt, dafl die Losungen der beiden Schrodingergleichungen auf Gal(M)

durch Einschréankung auf die zu M diffeomorphen Blétter b(M ) von Gal(M) zu Losun-
gen von Schrodingergleichungen auf M mit inertialem Rahmen b werden. Gehort die,
fiir die Schrodingergleichung auf Gal(M) verwendete, Zusammenhangs-1-Form @ zur
elektomagnetischen Feldstérke F', so ist die fiir die entsprechende Schrodingergleichung
auf M im Satz angegebene Zusammenhangs-1-Form w durch dw = i%ﬂ};F mit F
verbunden, vgl. Seiten 45 und 48. Die elektromagnetische Einwirkung wird also, wie
gewiinscht, nicht verédndert.
Es stellt sich die Frage, ob die beschriebene Prozedur des Einschriankens einer Lésung
U auf Gal(M) zu einer Losung U, auf M verschiedene oder dieselben physikalischen
Zustandsabfolgen durch W, beschreibt, wenn man verschiedene inertiale Rahmen b
verwendet. Der folgende Abschnitt wird zeigen, dafl die Losungsmengen der Schrodin-
gergleichungen auf Gal(M) zu ,gro“ sind, d.h. es gibt elektomagnetische Feldstérken
F und Losungen VU, die zu verschiedenen inertialen Rahmen b verschiedene physi-
kalische Zustandsabfolgen durch die entsprechenden W, beschreiben. Dieses Problem
1Bt sich allerdings l6sen, indem die Losungsmengen der Schrédingergleichungen auf
Gal(M) eingeschriinkt werden auf Schnitte U, die bestimmte Aquivarianzbedingun-
gen beziiglich der Operation der Galileigruppe I' auf Gal(M) bzw. den Schnitten W
erfiillen. Die so erhaltenen Losungen bezeichnen wir dann als physikalische Losungen
der Schrodingergleichungen auf Gal(M).
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3.3 Physikalische Lésungen

Intergation auf den instantanen Raumen der Blitter von Gal(M):
Wir wissen, vgl. Seite 46, dal M diffeomorph zu den Bléttern b(M) von Gal(M) ist. Zu
jedem instantanen Raum > von M wurde bereits die Integration von Funktionen auf
¥ erkldrt, indem kanonische Dichten |us| auf ¥ eingefithrt wurden. Diese lassen sich
wiederum mit Hilfe eines inertialen Rahmens b mit Dualrahmen B = (B°, B!, B?, B3)!
als

lus| = [(B" A B* A B)|5|
schreiben, vgl. Kapitel 2. Mittels der kanonischen Vektorfelder auf Gal(M) erklaren wir
nun die Integration von Funktionen auf den instantanen Réumen b(X) eines Blattes
b(M), wobei man erkennen wird, daf} sich diese Integrale auf Integrale von Funktionen
auf X reduzieren lassen.
Sei X ein instantaner Raum und b ein inertialer Rahmen. Es gilt, dafl b|x: 3 — b(X) ein
Diffeomorphismus mit Umkehrabbildung 7 [ys): b(X) — 3 ist. Die Einschrankung b|s
der drei raumartigen Vektorfelder b = (b, by, b3) auf ¥ liefert einen orthonormalen Rah-
men von 3. Die Einschrénkung k|ys; der drei kanonischen Vektorfelder k = (k1, ko, ks3)
auf b(X) liefert einen Rahmen von b(X) und 148t sich aus b|y, durch die Tangentialab-
bildung von b|sx berechnen, vgl. Seite 49. Fiir a = 1,2, 3 gilt

kolosy=T bls oba|s; o7 [pzy= (b|x)« ba|s  (pushforward).

Mit K|ysy= (K'|ps), Koy, K2Jps))" sei der duale Rahmen zu k|, bezeichnet. Wir
definieren eine orientierte Volumsform sy auf b(X) durch

facs) = K ogmy AR ysy Ay
und erhalten

oy = (o))" ps bzw.

T |psy)*
pe = (bls) ),
weil (W’Q(g)>*Ba’E: KalQ(E) bzw. (l_) |E>*Ka‘§(2): Ba‘g, Va = 1,2,3 gllt Somit 148t

sich zu jedem inertialen Rahmen b und jedem instantanen Raum X das Integral einer
Funktion f : b(X) — R erkldren als

ey | -
b(E)

Andererseits konnen wir die Funktion g := fob|s: ¥ — R auf ¥ integrieren. Die
Transformationsformel fiir Dichten liefert dann den Zusammenhang

/Eg!uz! —/E(QIE)*J” (bls)* o) | —/b(z)f\umz)\-
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Orts- und Impulserwartungswerte:

Sei w € {w,w} eine basische oder eine galileivariante Zusammenhangs-1-Form zu ei-
nem F und V € {V, @} die zugehorige kovariante Ableitung. Weiters seien fiir p =
0,1,2,3 2#: M — R vier Funktionen mit der Eigenschaft, da (dx?,dx', dz?, dz3)t
ein inertialer Dualrahmen ist, vgl. Seite 32.

Sei U : Gal(M) — E ein Schnitt von E. Zu jedem inertialen Rahmen b und jedem
instantanen Raum > haben wir zwei abgeleitete Funktionen

Ulysy @ b(X) — E,
\I/Q|2 Y — FB.

Zu zwei Schnitten ¥ und ¢ von E bilden wir die beiden reellwertigen Funktionen

(Wles)s @losy)r 1 6(E) = R (W), Plos)) (W) = (Vo) (), Ploesy (¥))r
(Wpls, Pplx) : X =R o (Wyls, Ppls)(z) == (Upls (), Pp|s (7))

Ein Schnitt ¥ von E heifit auf eins normiert, falls fiir alle inertialen Rahmen b und
instantanen Raume ¥ gilt, dafl

/( )(‘I’Ig(z),‘lfh_)(zﬂr sy | = /(‘Ifblzh‘l’blx) lps| =1, (3.6)
b(X >

wobei die erste Gleichheit in (3.6) auf Grund der Transformationsformel fiir Dichten
und der Tatsache

(U pz)s @ lom))r = (Vo s, Pyls) o 7lys), (3.7)
fiir Schnitte ¥ und ® von E gilt.

Definition 3.3 (Orts- und Impulsoperatoren) Die drei Ortsoperatoren X*, a =
1,2, 3 zum oben gewéahlten Beobachter mit ., Ursprung®, vgl. Bemerkung Seite 32, sind
definiert als

X?: Sec(E) — Sec(E)
U — XYU):=7"2"V=(2mV¥
und die drei Impulsoperatoren P*, a = 1,2,3 zur gewdhlten Zusammenhangs-1-Form
w als

P?: Sec(E) — Sec(E)
U - PYU) = —inV,, V.
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BEMERKUNG:
Die Definition der Impulsoperatoren fiir Schnitte von E héngt nur noch von der
gewihlten Zusammenhangs-1-Form @ ab, es miissen, im Gegensatz zu den Impuls-
operatoren fiir Schnitte von F, vgl. Seite 32, keine Vektorfelder gewdhlt werden, nach

denen kovariant abgeleitet wird.

~ Wir betrachten nun eine auf eins normierte Losung ¥ : Gal(M) — E der Gleichung
DV = 0 (basische oder galileivariante Schrédingergleichung), sowie einen instantanen
Raum ¥ und einen inertialen Rahmen b : M — Gal(M).

Definition und Satz 3.1 (Erwartungswerte) Der Erwartungswert E(X% 3, b, )
des Ortsoperators X, a € {1,2,3} zum instantanen Raum ¥, zum inertialen Rah-
men' b und zu V ist definiert als:

E(X* 3,0, 0) = /b(z)@’ o), (X)) losy)r | s |

= / (U |y, (72 ) lys))r | 1as) |
b(®)

- / (Wy s, (29 ) |s) o]

Der Erwartungswert E(P % ¥, b, ¥) des Impulsoperators P, a € {1,2,3} zum instan-
tanen Raum X, zum inertialen Rahmen b und zu ¥ ist definiert als:

E(P* %,b,¥) := /b(z)@l’ losys (P “(0)) logs))r | o) |

= | (s, (-0, ) ) |
b(x%)

- / Wy s, (—ihV W)y |5 © Tl |1y
b(x)

- / (W s, (—iRh, W) ) 0 Tlogsy sy |
b(x)

= [ Wl (in%, ) ) s
>

Mit V wurde die zur Zusammenhangs-1-Form w := (b X idy(1))*@ gehorende kovarian-
te Ableitung bezeichnet. Ferner gingen in den obigen Berechnungen Gleichung (3.5),
Gleichung (3.7) und die Transformationsformel fiir Dichten ein.

Der Erwartungswert E(Q, Y, b, ¥) eines allgemeinen Operators Q@ auf den Schnitten

1Ublicherweise nur solche b mit (dx?, dz', dz?, dx>)t dual zu b.
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von E (z.B. Linearkombinationen von Produkten von Orts- und Impulsoperatoren)
zum instantanen Raum X, zum inertialen Rahmen b und zu W ist definiert als:

E(O,%,b,¥) = /b(z)@If lbs)> (O(9)) loesy)r | 1n(s) | -

Vergleicht man die Ergebnisse mit der Definition von Erwartungswerten fiir Wellen-
funktionen auf M im zweiten Kapitel, so folgt fiir alle a € {1, 2, 3}

E(X% 3,0, V) = E(X*X, W) (3.8)
EP* X,b, V) = E(P*X,T,), (3.9)

wobei X* der Ortsoperator zur Funktion z* von oben ist, und P* der Impulsoperator
zum Vektorfeld b, aus b und zur Zusammenhangs-1-Form w ist.

Ohne weitere Forderung an die Schnitte ¥ sind jedoch unphysikalische Zustands-
abfolgen vom folgenden Typ als Losungen der Schrodingergleichungen auf Gal(M)
moglich:

Sei F' = 0 das freie elektromagnetische Feld auf einer vollstdndigen Galileischen Man-
nigfaltigkeit (M, 0,g9,V) und w eine zugehorige Zusammenhangs-1-Form auf P, also
dw = 0. Sei weiters b ein inertialer Rahmen und Wy, : M — E eine auf eins normier-
te Losung der freien Schrodingergleichung Dg(o) \IJQ(O) = 0. Wir konstruieren nun einen
Schnitt P : Gal(M) — E, der die basische Schrédingergleichung DU =0 zu & := T*w
16st, jedoch unphysikalisch zusammenhéngende Ortserwartungswerte zu voneinander
verschiedenen, weiteren inertialen Rahmen b hat.

Sei f:T" — A(M,0,g,V) eine nichtkonstante, beliebig oft differenzierbare Abbildung
in die Automorphismengruppe von (M, 0, g, V). Wir definieren nun ¥ durch dessen
Werte auf den Bldttern von Gal(M), vgl. Diagramm (3.2)

\le_)(o)’Y = eww(f(’Y)(\Ijb(o)))? vfy S F,

wobel ¢, eine zum inertialen Rahmenwechsel b — by gehorende Phasenfunktion

—

auf M ist, vgl. Seite 36, und f(7)(Wy,,) die um f(7) ,verschobene® Losung von Wy,
zu Dg(o) ist, vgl. Gleichung (2.23). Auf Grund der Formel (3.5), sowie der , Galilei-

Invarianz® der freien Schrédingergleichung folgt, dafl das so definierte U die basische
Schrédingergleichung DWW = 0 erfiillt. Jedoch sind die Ortserwartungswerte

E(X% S, b=bg7 V) = E(X*X, )

= E(X% %, (f(7)(h,,))))
= E(X*, %, Uy, 0 f(7)7)
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durch die Funktion f in Abhéngigkeit des inertialen Rahmens b = b7 ,beliebig ver-
schoben®. Mit anderen Worten, fiir die zwei inertialen Rahmen b o) und b = )y (mit
dualen Rahmen B, und B) und jeweils dazu gewihlten Funktionen xf‘o) : M — R
und z# : M — R, p = 0,1,2,3 (dazﬁ)) = B(‘g) und dx* = B* fiir p = 0,1,2,3), die
die Ortsoperatoren X 0y X bzw. X?O), X% a € {1,2,3} bestimmen, gilt auf Grund der
Verschiebung durch f die der Transformationsformel (2.24) entsprechende Transforma-

tionsformel
E(X{y), 3, b, ¥) = Ry E(X", 5,0, ¥) + 0"t +5, a=1,2.3

nicht mehr. Der Schnitt U ist also eine Losung der basischen Schrédingergleichung
DV = 0, beschreibt jedoch keine physikalisch mogliche Zustandsabfolge eines einzelnen
Teilchens! Fiir die galileivariante Schrodingergleichung 148t sich in analoger Weise durch

—

Upy = f(7)(Uy), VY €T

das entsprechende Beispiel konstruieren.

Um solche unphysikalischen Losungen der basischen bzw. galileivarianten Schrodin-
gergleichungen auszuschlieBen, beschrinken wir uns auf sogenannte physikalische
Schnitte bzw. Losungen.

Definition 3.4 (Physikalische Schnitte) Sei b, ein inertialer Rahmen.

(1) Ein Schnitt ¥ : Gal(M) — E heiBt galileivariant, falls es zu jedem ~ € T' eine
zugehoérende Phasenfunktion ¢, vgl. Seite 36, gibt, sodafl gilt

\Ill_)(o)’Y =" ‘Ijl_’(o)'
(2) Ein Schnitt ¥ : Gal(M) — E heifit basisch, falls es zu jedem v € T ein u € U(1)
gibt, sodaf} gilt

Wyoy7 = W)

Verwendet man eine basische Zusammenhangs-1-Form, so heiflen die galileivarianten
Schnitte physikalische Schnitte. Verwendet man eine galileivariante Zusammenhangs-
1-Form, so heiflen die basischen Schnitte physikalische Schnitte.

Aus der Definition folgt sofort, daf§ physikalische Schnitte, bis auf globale Phasen
u € U(1) ,pro Blatt b(M) von Gal(M)* durch deren Einschrankung auf ein Blatt
b (M) eindeutig bestimmt sind.
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Satz 3.2 Sei w eine basische und w eine galilewariante Zusammenhangs-1-Form und
D bzw. D der entsprechende Schridinger-Differentialoperator. Weiters sei b ein in-
ertialer Rahmen. Es gilt

(1) Physikalische Schnitte von E erfillen das gewiinschte Transformationsver-
halten der Erwartungswerte zu verschiedenen inertialen Rahmen.

(2) Ist ‘I’l_><0) : M — FE eine auf eins normierte Losung der Schridingergleichung
Wy, = 0 mitw := (b Xidy))'@ und w € {&,w}, so sind die physikalischen,

w

b - _
auf eins normierten Schnitte W und ¥, definiert durch

Uy = e’%\f/b(o), Vyel und (3.10)
Uy, = Uy, . VyeT (3.11)

(die . so gewdhlt, dafl U beliebig oft differenzierbar), Losungen der entsprechen-
den Schrédingergleichungen, also

DUV = 0 wund (3.12)
Dy = 0. (3.13)

(8) Umgekehrt sind alle physikalischen, auf eins normierten Lisungen der Schro-
dingergleichungen (3.12) bzw. (3.13) wvon der Form (3.10) bzw. (3.11). Die
SMdchtigkeit” der Liosungsmengen der Schrodingergleichungen auf M zu einem
elektromagnetischen Feld F' ist im Vergleich zu den physikalischen Lésungsmen-
gen der entsprechenden Schrodingergleichungen auf Gal(M) also ,modulo globaler
Phasen u € U(1) pro Blatt b(M) von Gal(M)“ dieselbe.

Beweis.

(1) Verwende Gleichungen (3.8) und (3.9), die Definition eines physikalischen Schnit-
tes, die Charakterisierungen von basischen bzw. galileivarianten Zusammenhangs-
1-Formen sowie die Ergebnisse aus dem Abschnitt ,,Orts- und Impulsoperatoren
bzw. deren Erwartungswerte zu zwei inertialen Rahmen* des zweiten Kapitels.

(2) Verwende Gleichung (3.5) und die Ergebnisse aus dem Abschnitt , Anderung des
inertialen Rahmen® des zweiten Kapitels.

(3) Klar nach Definition eines physikalischen Schnittes. O

ZUSAMMENFASSUNG:
Die basischen bzw. galileivarianten Schrédingergleichungen auf dem Galileibiindel einer
Galileischen Mannigfaltigkeit 16sen das Problem der notwendigen Auswahl eines inertia-
len Rahmens, vgl. Definition der Schrodingergleichungen auf M, indem die kanonischen
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Vektorfelder auf dem Galileibiindel fiir die kovarianten Ableitungsrichtungen verwen-
det werden. Die Methode besteht, grob gesprochen, darin, die Schrodingergleichungen
auf M zu den verschiedenen inertialen Rahmen auf einer groferen Mannigfaltigkeit
in solcher Weise iibereinanderzustapeln, dal man dabei die Zusammenhangs-1-Form
nicht verandert (basisch) oder in zum Rahmenwechsel abgestimmter Weise verandert
(galileivariant). Das Galileibiindel, gebléttert in zu M diffeomorphe Untermannigfal-
tigkeiten b(M), eignet sich in natiirlicher Weise fiir diese Aufgabe. Die basischen bzw.
galileivarianten Schrodingergleichungen lassen sich auf die Blatter b(M) einschrinken,
was einerseits die Verbindung zu den Schrodingergleichungen auf M herstellt, ande-
rerseits jedoch das Problem der Einschrankung auf physikalische Losungen mit sich
bringt. Die Vielfalt der physikalisch moglichen Zusténde wird durch den Ubergang von
den Schrodingergleichungen auf M zu den Schrodingergleichungen auf Gal(M) nicht
verdndert.



Kapitel 4

Die Theorie auf
Bargmann-Mannigfaltigkeiten

Nach der Theorie der Schrodingergleichungen auf den Galileibiindeln von Galilei-
schen Mannigfaltigkeiten, stellt dieses Kapitel die zweite Untersuchung dar, eine
Schrodingergleichung auf einer geeigneten Mannigfaltigkeit zu definieren, sodafl man
ohne Wahl eines inertialen Beobachters auskommt, jedoch bei nachtriglicher Wahl
eines inertialen Beobachters, die iibliche Theorie aus dem zweiten Kapitel erhilt.
Ein wesentlicher Unterschied zur Theorie auf Gal(M) ist die Tatsache, dafi nicht
von einer Galileischen Mannigfaltigkeiten (M, 0, g, V), sondern von einer sogenann-
ten Bargmann-Mannigfaltigkeit (M, p, M,g) zu (M,0,9,V) ausgegangen wird. Im
Vergleich zu Gal(M) ist eine Bargmann-Mannigfaltigkeit jedoch nicht kanonisch zu
(M,0,9,V) gegeben, sie existiert aber immer. Weiters brauchen die Losungsmengen
der Schrodingergleichungen auf M nicht eingeschrankt zu werden, und schliefSlich ist ein
Galileibiindel 10-dimensional und eine Bargmann-Mannigfaltigkeit nur 5-dimensional.
Die Ausarbeitung stiitzt sich auf die Arbeiten [Duv.et.al.], [Duv], [Tull] und [Tul2],
enthélt aber auch eigene Erweiterungen.

4.1 Die induzierte Galileische Mannigfaltigkeit

Definition 4.1 (Bargmann-Mannigfaltigkeit) Ein Quadrupel (M, p, M,g) heifit
Bargmann-Mannigfaltigkeit, wenn es folgende Bedingungen erfiillt:

(1) (M, p, M) ist ein (R, +)-Prinzipalfaserbiindel.
(2) M ist eine wegzusammenhingende, einfach zusammenhéngende, para-
kompakte, 4-dimensionale Mannigfaltigkeit, deren zweite de-Rahmsche Kohomo-

logiegruppe trivial ist (H2(M) = 0).

61
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(3) g ist eine Metrik auf M mit Signatur (+,+,+,+,—). Der zu g gehorende
Levi-Civita-Zusammenhang V ist kriimmungsfrei.

(4) Es gelten die Vertriglichkeitseigenschaften

g(¢,§) = 0 und
VE = 0,

wobei £ :=1* € X(M) das zu 1 € Lie(R) =R gehorende fundamentale, vertikale Vek-
torfeld bezeichnet, vgl.[Kobl, p.51, p.63]. Eine vollstindige Bargmann-Mannigfaltigkeit
ist eine Bargmann-Mannigfaltigkeit (M, p, M, g), deren Levi-Civita-Zusammenhang V
vollstandig ist.

TOPOLOGISCHE EIGENSCHAFTEN VON M:
Nach [Dieu3, p.5,80f,90] sind alle Prinzipalfaserbiindel (P,p, M), deren Struktur-
gruppen G diffeomorph zu einem R™ sind, trivialisierbar, d.h. es gibt einen
Prinzipalfaserisomorphismus ¢ : P — M x G. Fiir Bargmann-Mannigfaltigkeiten trifft
die Definition eines Prinzipalfaserbiindels in [Dieu3] zu. Es gibt also eine Trivialisierung

d:M— M xR.

Da M wegzusammenhéngend ist, folgt ([Jén, p.22]), dal M x R wegzusammenhéngend
ist, und mittels der Trivialisierung, dal M es ist. Weiters erhélt man, dafi M, wie
M, einfach zusammenhéngend ist, weil eine Homotopiegruppe eines kartesischen
Produktes isomorph zum Produkt der Homotopiegruppen der Faktoren ist, vgl. [Marl,
p.84]. Ml ist ferner parakompakt, weil M eine pseudo-Riemannsche Metrik g trigt, vgl.
[Mar2]. Schliefllich sind die erste und zweite de-Rahmsche Kohomologiegruppe von
M trivial, weil es die von M sind und M sich zu M x R trivialisieren 148t, vgl. [Gui,
p.181].

Die 5-dimensionale Mannigfaltigkeit M hat also dieselben topologischen Eigenschaften
wie die Basismannigfaltigkeit M.

Es folgen nun einige Sétze, die dazu fithren, dafl jede (vollstéindige) Bargmann-
Mannigfaltigkeit (M, p, M, g) auf natiirliche Weise eine (vollstandige) Galileische Man-
nigfaltigkeit (M, 0, g, V) induziert.

Zuvor noch ein wichtiges

Lemma 4.1 Sei (M,p, M,g) eine Bargmann-Mannigfaltigkeit. Aus der Parallelitit
von & folgt, daf$ & eine infinitesimale Isometrie von g ist, bzw., dafi die Rechtsope-
rationen 0, : M — M, r € R des (R, +)-Prinzipalfaserbiindels (M, p, M) Isometrien
von g sind:

VE=0= Leg=0&dig=g, Vr € R,

wobei L¢ die Lieableitung von g nach & bezeichnet.
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Beweis.
Seien X,Y € X(M) zwei Vektorfelder auf M. Es gilt

{e(X,Y)) = Ve(g(X,Y))
= (Veg)(X,Y) +g(VeX,Y) + g(X, VeY)

g(Vx&+[6, X]Y) +g(X, W+ [€,Y])
<L§X7 Y) + g(X’ LEY)a

wobei unter anderem die Torsionsfreiheit des Levi-Civita-Zusammenhangs V verwendet
wurde, auf Grund derer VxY = Vy X + [X,Y] gilt. [.,.] bezeichnet die Lieklammer
von Vektorfeldern. Andererseits gilt

((X)Y)) = Le(g(X,Y))
= (Leg)(X,Y) +8(Le X, Y) + g(X, LeY).

Es folgt Leg = 0, was nach [Kobl, p.33] dquivalent zu 0;g =g, Vr € Rist. O

Satz 4.1 (kanonische Zeit-1-Form 0 auf M) Sei (M,p, M,g) eine Bargmann-
Mannigfaltigkeit. Auf M lafit sich auf natiirliche Weise eine nirgends verschwindende,
geschlossene 1-Form 0 definieren, fir die gilt, daff p*0 = g(&,.).

Beweis.
Die 1-Form g(¢,.) auf M ist horizontal bzgl. der Faserung M 2 M, denn g(¢, &) =
und sie ist rechtsinvariant bzgl. der Rechtsoperation der Strukturgruppe (R, +) von
(M, p, M). Sei ndmlich X € X(M) und r € R, dann gilt

o, (8(&, N(X) = g(§,6.X) 006,
= g(ér*f,&»*X)ocST
= (678)(&, X)
= g(& )(X),

wobei f,X den ,pushforward“ eines Vektorfeldes X mittels eines Diffeomorphismus f
bezeichnet, vgl. [Kobl, p.10], [Ish, p.30] und [Kol, p.19]. Nach [Gre2, p.240f], vgl. auch
Seite 26, gibt es genau eine 1-Form 6 auf der Basismannigfaltigkeit M von (M, p, M),
fiir die p*0 = g(¢&, .) gilt. 0 verschwindet nirgends, weil g(¢, .) nirgends verschwindet. Es
bleibt die Geschlossenheit von 6 zu zeigen, was sich aber auf die Geschlossenheit von
g(&,.) reduziert, denn

dd =0 < p*dd =0 (p"ist injektiv)
& d(p'l) =
< dg(§,.) = 0.
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Wir verwenden dazu folgende Formel fiir die &uflere Ableitung einer 1-Form w:
(dw)(X,Y) = Xw(Y) — Yu(X) - w([X,Y]).

- g(&?XY)_g(fa?YX)_g(& [X’Y])
= g({,VxY —VyX — [X,Y])
= 0,

auf Grund der Torsionsfreiheit des Levi-Civita-Zusammenhangs V. O

RECHNEN MIT 6:
Seiv € T,(M), x € M ein Tangentialvektor an M in z und v' € T,(M), y € M, p(y) =
z ein Lift von v bzgl. der Faserung M % M, also T,p(v') = v. Dann laBt sich (v)
berechnen durch

0(v) = g(§(y), v"). (4.1)

Denn g(&(y),v") = g(&,)(vT) = p0(T) = (v).

Satz 4.2 (kanonische Fasermetrik g auf R(M)) Sei (M, p, M,g) eine Bargmann-
Mannigfaltigkeit. Auf dem Untervektorbindel R(M) = ker(0) C T(M) der raumar-
tigen Tangentialvektoren bzgl. 0 lafit sich auf natirliche Weise eine positiv definite
Fasermetrik g definieren.

Beweis.
Seien v,w € R,(M), x € M und v",w' € T,(M), y € M, p(y) = z deren Lifts,

als?i 0(v) = 0(w) = 0, Typ(v') = v, Typ(w') = w und g(§(y),v") = g(&(y),w') = 0.
Definiere

g(v,w) =g, wh). (4.2)

Wir zeigen, daf (4.2) wohldefiniert ist:
Verwendet man andere Lifts auf dasselbe y € p~!(x), so lassen sich diese durch Vielfache
von £(y) als v + A(y), A € R und w! + pué(y), p € R schreiben. Man erhélt

g(v! +A8(y) w' +u(y) = gl w') +Ag(E(),w') + pg(§(),v") + g€ (y). £(v))
= g(’UTawT)'

Verwendet man Lifts auf ein anderes § = §,(y) € p~'(z),r € R, so folgt aus der

Rechtsinvarinz der Metrik g = g und der Tatsache, daf T,4,(v!) wieder ein Lift ist,

die Wohldefiniertheit.



4.1. DIE INDUZIERTE GALILEISCHE MANNIGFALTIGKEIT 65

Bleibt zu zeigen, dafl das so definierte g positiv definit ist:
Sei b = (by, ba, b3, by, bs) eine Orthonormalbasis zu g in 7, (M), y € M, also

e = (5 ° ).

Der Vektor &(y) ldst sich schreiben als Linearkombination
£(y) = béo, & € R (Spaltenraum), & = (¢!, .., )"

Es gibt nun eine orthogonale 4 x4-Matrix R, sodaf sich in der neuen Orthonormalbasis

b" = (b}, b}, b5, b, bL) :=b ( ](? (1) ) der Vektor £(y) darstellen 148t als

£(y) =b'(0,0,0,a,+a)’, 0 #aeR.

Das Quintupel

1
(b}, by, bl (b £ b) = £(y), o (b F bf) =: O

ist eine Basis von T,(M). Die Vektoren v; := Typ(b;) € Ty (M), i = 1,2,3 sind
raumartig, und vy := T}p(C) ist zeitartig und auf eins normiert bzgl. 6, denn es gilt

g}, &(y)) = agb;,b)£by)=0,Vi=1,2,3
y

1
B(E().C) = Sa(bl &by, b 7 b))

— %(1 —(-1)=1.

Weiters sind die v;, ¢+ = 1, 2, 3 orthonormal bzgl. ¢:

g(vi,vj) = g(b;, b;) = (Si,j, \V/Z,j = 1, 2, 3. (43)
Das Quadrupel v := (vo, v1,v2,v3) bildet eine Basis von T, (M), da p surjektiv und
T,p(a(by £ b%)) = T,p(&(y)) = 0 gilt. Gleichung (4.3) zeigt also, daf3 g in R, (M)
positiv definit ist. Nachdem y € M beliebig war, folgt die Behauptung. O

Satz 4.3 (kanonischer linearer Zusammenhang V auf M) Sei (M, p, M,g) eine
Bargmann-Mannigfaltigkeit. Auf M 1afst sich auf natiirliche Weise ein kriimmungs- und
torsionsfreier linearer Zusammenhang V definieren, der mit der kanonischen Zeit-1-
Form 0 und der kanonischen Fasermetrik g vertrdglich ist. Falls der Levi-Civita-Zusam-
menhang von g vollstindig ist, dann ist auch V vollstindig.
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Beweis.

Der Beweis der einzelnen Behauptungen teilt sich in mehrere Abschnitte auf. Aus-
gangspunkt ist die Tatsache, da8 der Levi-Civita-Zusammenhang V einer Bargmann-
Mannigfaltigkeit (M, p, M, g) kriimmungsfrei, M einfach zusammenhéngend und para-
kompakt ist. Die Voraussetzungen von [Kobl, Corollary 9.2.; p.92] sind somit erfiillt.
Das Rahmenbiindel L(M) von M ist daher isomorph zum trivialen Prinzipalfaserbiindel
M x Gl5(R), und V ist isomorph zum kanonisch flachen Zusammenhang in M x Gl5(R).
Es gibt also globale Parallelrahmen auf M, und der Paralleltransport von V ist
wegunabhiingig. Auf Grund der Vertriglichkeit des Levi-Civita-Zusammenhangs V
mit g und der Parallelitit von &, 1ift sich V auf das sogenannte Bargmannbiindel
Barg(M) C L(M) einschrianken, das wir gleich definieren werden. Es gibt daher insbe-
sondere Parallelrahmen b : M — Barg(M) mit Werten in Barg(M).

Definition und Satz 4.1 (Bargmannbiindel, homogene Bargmanngruppe)
Sei (M, p, M,g) eine Bargmann-Mannigfaltigkeit. Das Unterbiindel Barg(M) =8 M
des Rahmenbiindels L(M) von M, definiert durch

Barg(M) := UBargy(M), y € M, mit

o o

Barg,(M) := {be€ L,(M):b=(§(y),bo,b1,bs,b3), g(b',b) =

o = O
o O~
e
w

heifit Bargmannbiindel und ist ein reduziertes Biindel von L(M) mit der homogenen
Bargmanngruppe H

1 -~ 'R
2
H:={heGl;(R):h=[ 0 1 0 ,v € R*(Spaltenraum), R € O(3)}
0 v R

als Strukturgruppe.

Beweis. Rechnung.

Wir berechnen als nichstes den Paralleltransport von V entlang den Fasern von M.

Lemma 4.2 Seien y; und y, in derselben Faser von M 2 M, also p(y1) = p(y2) und
r € R die eindeutig bestimmte reelle Zahl mit yo = 6,(y1). Dann gilt, dafi der (wegu-
nabhingige) Paralleltransport zu ¥V von Tangentialvektoren aus Ty, (M) nach T,,(M)
durch die Tangentialabbildung T, 6, der Rechtsoperation 0, : Ml — M an der Stelle y;
gegeben ist.
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Beweis.
Wir verwenden eine Trivialisierung ® : Ml — M xR und definieren auf M einen bzgl. der
Rechtsoperation 6 : M x R — M : 6(y, r) := J,(y) invarianten Rahmen b : Ml — L(M),
indem wir einen Rahmen b : M — L(M) von M mit ®.£ zu einem Rahmen (®.&, bopry)
von M x R erginzen und mit ®~! zuriicktransportieren.

b:=T0 "0 (d.£b)0d =0 (d.L,D).

Dabei ist pry: M x R — M die Projektion auf die erste Komponente. Weiters wer-
den V(z,r) € M x R die Tangentialrdume 7T, (M x R) mit der direkten Summe
T.(M) & T,(R) identifiziert, vgl. [Ish, p.21]. Sei X € X(M) ein Vektorfeld auf M und
f: M — R®(Spaltenraum) die Komponentenfunktion von X bzgl. b, also X = bf. Das
Vektorfeld £ hat die konstante Komponentenfunktion (1,0)" bzgl. b. Aus der Paralle-
litédt von ¢ und der Torsionsfreiheit von V folgt

VeX = [¢, X] = b(§(f) — X((1,0))) =b&(f).

Andererseits haben wir mit A := b*@, @ die zu V gehorende Zusammenhangs-1-Form
auf L(M),

VeX = Ve(bf) = b(E(f) + A)S).

Es folgt A(&)f =0, Vf: M — R & A(¢) = 0. Seien nun ¥, yo und r € R wie im
Lemma, v € T,,(M), v =: b(y1)fo, fo € R° und ~ : [0,7] — M : v(¢) := & (y1). Wir
definieren einen Schnitt o von 7'(M) entlang v durch

0 :[0,7] = TM) : o(t) := b(~(t)) fo.

Der Schnitt ¢ ist parallel langs v, denn

Vio = (bow) A(H)fo
= (bov) A(€o7)fo=0.

Daher ist 0(0) = v parallel zu

o(r) = b(y2) fo = T, 0,-(b(y1) fo) = T, 6, (v). D

FOLGERUNGEN:
Die zu Beginn des Beweises von Satz 4.3 bereits angesprochenen parallelen Rahmen
b: M — Barg(M), Vb = 0, die wir von nun an Bargmannrahmen nennen, haben
die Eigenschaft, im folgenden Sinn rechtsinvariant zu sein

b=46lobod !, VreR, (4.4)
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mit der kanonisch gelifteten Rechtsoperation 8! auf Barg(M) C L(M), fiir ein r € R
erklart durch

1. Barg(M) — Barg(M)
b(y) — 681(b(y)) := T,6-(b(y)).

Auf Grund dieser Eigenschaft ,projizieren“ Bargmannrahmen b von M auf Rahmen
b: M — Gal(M) von M mit Werten im Galileibiindel bzgl. den induzierten Strukturen
6 und g:

Dazu fithren wir eine Projektion p vom Bargmannbiindel in das Galileibiindel ein. Sei
yeM, ply) =-x € M und b(y) = (£(v), bo, b1, ba, b3) € Barg,(M).

p:BargM) — Gal(M)
b(y) — p(b(y)) == Typ(bo,br, b2, b3) € 7" ().

Wir erhalten ein kommutatives Diagramm von Projektionen:

Barg(M) —2— Gal(M)

WBJ/ e
M Lt M
Aus po §, = p folgt Tp o T6, = Tp, und daher gilt p o §| = p. Fiir einen Rahmen
b: M — Barg(M) mit der Rechtsinvarianzeigenschaft (4.4) ist daher der Rahmen b'

b M — Gal(M)

z = bH(2) = pby)), y € p~'(2).

wohldefiniert. Wir nennen ihn den projizierten Galileirahmen zu b, und erhalten
ein weiteres kommutatives Diagramm:

Barg(M) —2— Gal(M)

[

M 2= M
Umgekehrt 1a8t sich jeder Rahmen b : M — Gal(M) eindeutig zu einem Rahmen
b' : M — Barg(M) liften, der die Rechtsinvarianzeigenschaft b' = 6l ob' 06 %, Vr € R
erfiillt, und dessen projizierter Galileirahmen b' gleich b ist:
Sei b = (bo, b1, be,b3) : M — Gal(M) ein Rahmen. Zu jedem z € M und y € p~!(z)
gibt es genau ein bf(y) € T,(M) mit den Eigenschaften

T,p(b)(y)) = bo() und g(bl(y),bl(y)) = 0.
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Weiters lassen sich die b;(x), i = 1,2,3 eindeutig zu bZT(y) € T,(M) liften mit den
bestimmenden Eigenschaften

Typ(b}(y)) = bi(z) und g(bs(y), b} (y)) = 0.

Zuyi,ys = 6.(y1) € p~*(x) in derselben Faser von x gilt auf Grund der Rechtsinvarianz
von g, daf3

blT/(yQ) - Ty167"<bl(y1))7 VV = 07 ]-7 27 3
Somit ist der Rahmen

b':M — Barg(M)

y = bl(y) = (&), b(y). bi(y), b(y), bi(y))
ein Lift von b, der die Rechtsinvarianzeigenschaft erfiillt, und dessen projizierter Gali-
leirahmen b gleich b ist.
Die Zuordnungen b — b' und b — b’ sind also zueinander invers. Das folgende Lemma
gibt Auskunft {iber das Transformationsverhalten des jeweils zugeordneten Rahmens

bei Transformation des Ausgangsrahmens mittels einer Matrix aus der entsprechenden
Strukturgruppe I' bzw. H.

Lemma 4.3 Seien b, : M — Barg(M), i = 1,2 Rahmen, die die Rechtsinvarianz-
eigenschaft (4.4) erfillen, und seien by : M — Gal(M), i = 1,2 Rahmen. Dann gilt

2

by = b Lo bl.. =b! s R d
_(2) = _(1) v R = _(2) = _(1) O 1 O un
0 w R
1 -2 'R
L 1 0 _ 2
b b(1>< R) < by =by| 0 1 0
v R

Beweis. Rechnung.

Dieses Lemma garantiert die Wohldefiniertheit der folgenden

Definition 4.2 (kanonischer linearer Zusammenhang V auf M)

Sei (M, p, M,g) eine Bargmann-Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita-Zusammenhang
V, kanonischer Zeit-1-Form 6 auf M, kanonischer Fasermetrik g auf R(M) und
dazugehérendem Galileibiindel Gal(M). Sei weiters b : M — Barg(M), Vb = 0 ein
Bargmannrahmen und b* : M — Gal(M) der projizierte Galileirahmen zu b. Der

durch die Forderung der Parallelitiit von b*

Vb =0

eindeutig bestimmte lineare Zusammenhang V auf M heiflt kanonischer linearer Zu-
sammenhang zu (M, p, M,g) auf M.
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Folgerung 4.1 FEs gelten

(1) Der kanonische lineare Zusammenhang ¥V auf M ist kriimmungsfrei, weil parallele
Rahmen existieren.

(2) V ist vertraglich mit der kanonischen Zeit-1-Form 0 und der kanonischen Faser-
metrik g, denn V ist reduzibel auf das Galileibiindel Gal(M) von (M,0,g), vgl.
Satz 1.5.

(3) Der kanonische lineare Zusammenhang zu einer vollstindigen Bargmann-Man-
nigfaltigkeit (M, p, M, g) ist vollstindig.

Beweis von (3).
Sei g € M und vy € T,,(M). Zu zeigen ist, dafl es eine Geodéte z : R — M, mit
Anfangsbedingungen 2(0) = z, und (0) = vy gibt. Sei b* der projizierte Galileirahmen
cines Bargmannrahmens b, yo € p~'(z) und v} € T}, (M) ein Lift von vy nach yq, also
T, yop(vg) = 1. Wir haben die Komponentendarstellungen vy = b*(x0)¢, ¢ € R* und
vy = b(yo)¢", ¢" € R®. Auf Grund der Vollstéindigkeit des Levi-Civita-Zusammenhangs
V gibt es eine Geodite y : R — M mit y(0) = y, und %(0) = Ug. Der Schnitt 3 von
T(M) entlang y 148t sich wegen der Parallelitét des Bargmannrahmens b schreiben als

g =(boy)l.

Wir definieren nun x := poy und zeigen, dafl x die gesuchte Geodite ist. Offensichtlich
gilt £(0) = x¢ und (0) = vy. Weiters haben wir

T = Tpoy
= Tpo((boy)h)
= @on)

Nach Definition ist aber der projizierte Galileirahmen b' eines Bargmannrahmens
parallel bzgl. V, und daher ist x die gesuchte Geodédte. O

ALTERNATIVE DEFINITIONEN:

(1) Der kanonische lineare Zusammenhang V auf M 148t sich auch durch den Paral-
leltransport von Tangentialvektoren vy € Ty, (M), o € M entlang einer Kurve
x:[0,1] = M, x(0) = o in M definieren:

Sei y : [0,1] — M ein Lift von x, dh. poy = z, und v} € Ty (M) ein
Lift von v nach y(0), also Typ(v)) = vo. Definiere nun den Paralleltransport
Pt(vy, x) € Tpa)(M) von vy entlang = durch

Pt(vg, ) := Ty(1)p(Pt(U(T)ay>);
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wobei Pt(v},y) € Tya)(M) den Paralleltransport von v} entlang y bzgl. V be-
zeichnet. Mit Hilfe eines Bargmannrahmens b und seinem projizierten Galileirah-
men b* schreiben wir vy = b*(20)¢, ¢ € R* und v} = b(y(0))¢', ¢! € R, Dann
gilt wegen der Parallelitiit des Bargmannrahmens b, daB Pt(v],y) = b(y(1))¢',
und daher Ty(l)p(pt(vg, y)) = b*(x1)¢. Die angegebene Vorschrift fiir den Parallel-
transport deckt sich also mit dem aus Definition 4.2 folgenden Paralleltransport,
sodaf derselbe lineare Zusammenhang damit definiert wird.

(2) Man kann weiters auch iiber die Definition einer kovarianten Ableitung V von
Vektorfeldern auf M einen linearen Zusammenhang V auf M angeben, vgl.
[Duv.et.al.]:

Seien X,Y € X(M) zwei Vektorfelder auf M und X', YT € X(M) rechtsinvari-
ante Lifts von X und Y, d.h. T,p(X'(y)) = X(p(y)), Yy € M, analog fiir Y,
und

¢ XT =Y =0,
was nach [Kol, p.21] dquivalent ist zu
6 X = XTund 6, YT =YT, Vr e R.
Die kovariante Ableitung Vy X von X nach Y wird definiert durch
(VyX)(z) =Tp((Vy1 X')(y)), y € p~'(x), Vo € M. (4.5)

Dies ist wohldefiniert, da Vy1 X1 wieder rechtsinvariant ist, also auf M projiziert.
Mittels der Alternativ-Definitionen (1) erkennt man aber sofort, dafi durch (4.5)
wieder derselbe lineare Zusammenhang wie in Definition 4.2 bestimmt wird.

Folgerung 4.2 Sei (M, p, M,g) eine Bargmann-Mannigfaltigkeit. Der kanonische li-
neare Zusammenhang V auf M ist torsionsfrei.

Beweis.
Dies folgt mit (4.5) und [Ish, p.30f] direkt aus der Torsionsfreiheit des Levi-Civita-
Zusammenhangs V von (M, p, M, g):

(VyX = VxV = [V, X])(2) = T,p((Vy1 XT = Vi VT = [V XT])(y)) = 0. O

Somit sind alle Behauptungen aus Satz 4.3 bewiesen. O

RESUMEE:
Jede (vollstindige) Bargmann-Mannigfaltigkeit (M, p, M, g) induziert auf
natiirliche Weise eine (vollstindige) Galileische Mannigfaltigkeit (M, 0, g, V).
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4.2 Die Schroédingergleichungen auf M

Wellenfunktion eines spinlosen Teilchens:

Sei (M, p, M, g) eine Bargmann-Mannigfaltigkeit. Aus Kapitel 2 kennen wir bereits das
U(1)-Prinzipalfaserbiindel P := M x U(1) iiber M und das dazu assoziierte hermite-
sche Vektorbiindel E = P xy 1) C iiber M. Wir fithren in analoger Weise' das U(1)-
Prinzipalfaserbiindel P iiber M und das dazu assoziierte hermitesche Vektorbiindel E
iiber M ein, vgl. Seite 43:

P:=Mx U(1) und E :=P xy C.
Die hermitesche Fasermetrik (.,.)p in E ist analog zu der in E erkliart durch

([(y; ), 21, [(y, w2), 2]} = 21t u22s.

Wir erhalten wiederum einige natiirliche Projektionen

pr:P — M
(y,u) = pry,u) =y
pr: E — M
[(y,u),2] — prl(y,u),z] =y
T:P — P
(y,u) = @y, u) = (p(y),w)
T E —- F
[(y,u),2z] — 7([(y,u),2]) = [(p(y), u), ]

und damit verbundene kommutative Diagramme:
Prinzipalfaserbiindelhomomorphismus zwischen (P, pr, M) und (P, 7p, M):

P T, p

|l
M 2 M
IDa die Konstruktionen aus dem dritten Kapitel in diesem Kapitel nicht mehr verwendet werden,
besteht kein Problem darin, dieselben Symbole fiir nunmehr andere Objekte zu verwenden.
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Vektorbiindelhomomorphismus zwischen (E, pr, M) und (E, 7g, M):

E . E

M 2 M

Unter den Schnitten ¥ : M — [E definieren wir nun eine wichtige Unterklasse von
Schnitten, deren Werte entlang den Fasern von M % M eine bestimmte Aquiva-
rianzeigenschaft erfiillen. Dazu fiithren wir zuerst noch induzierte Rechtsoperationen
6., Vr € R auf E ein:

5, E — E
[(y,u), 2] — 6:([(y,u),2]) = [(6:(y),u), z].

Es folgt ein weiteres kommutatives Diagramm Vr € R :

Or
E —

prl Jp,

M — s M

Definition 4.3 (Bargmannschnitte der Masse m) Sei (M, p, M,g) eine Barg-
mann-Mannigfaltigkeit und m € R, m > 0. Ein Schnitt ¥ : M — E heifit Barg-
mannschnitt der Masse m, falls fiir alle r € R gilt, daf3

Vo, =exp(ilflr)d, oV, (4.6)

INTEGRATION AUF INSTANTANEN RAUMEN:
Seien nun ¥, ® : M — [E zwei Bargmannschnitte derselben Masse m und ¥ C M
ein instantaner Raum der induzierten Galileischen Mannigfaltigkeit (M, 0, g, V). Die
komplexwertige Funktion

(U, d)5:M — C
y — (Y(y),2(y)s

ist konstant entlang den Fasern von M, d.h.
5:<‘Ija (D>B = <\Ij7 q)>B7 vr e R.
Sie projiziert daher zu einer komplexwertigen Funktion (¥, ®),, auf M :

(U, Phr() = (¥, ®)s(y), y € p~' ().
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Auf dem instantanen Raum X 148t sich mittels der kanonischen Dichte |us| das (nicht
notwendiger Weise endliche) Integral von (U, ®)y/|s erkliren, vgl. Seite 20 :

Bl s

Definition 4.4 (Wellenfunktion eines spinlosen Teilchens der Masse m) Sei
(M, p, M, g) eine Bargmann-Mannigfaltigkeit und m € R, m > 0. Ein Bargmannschnitt
VU : M — E der Masse m heifit Wellenfunktion eines spinlosen Teilchens der Masse
m, falls fiir alle instantanen Raume > C M gilt, dal das Integral

/E<‘I’a Ul |ps| (4.7)

endlich ist. ¥ heifit weites auf eins normiert, falls (4.7) fiir alle instantanen Riume
>} C M gleich eins ist.

Minimale Kopplung:

Wir betrachten nun ein spinloses Teilchen der Masse m und der elektrischen Ladung
q € R, das unter der Einwirkung eines elektromagnetischen Feldes F' steht.

Sei also F' ein elektromagnetischer Feldstérketensor auf M und w eine Zusammenhangs-
1-Form auf P mit der Eigenschaft (2 = dw = if75 F. Mit dem Prinzipalfaserhomomor-
phismus 7 : P — P laft sich auf P eine induzierte Zusammenhangs-1-Form @ definieren,
vgl. [Kobl, p.81f.]:

wi=Tw.
Die Kriimmungs-2-form Q) := dw von & berechnet sich durch

(2
= ’i%(ﬂpoﬁ')*F.

A

Q

=

Weiters gilt, dal die so definierte Zusammenhangs-1-Form @ basisch beziiglich der
prinzipalen Faserung R — P 5 P ist, vgl. Seite 45. Umgekehrt gilt, daB jede basische
Zusammenhangs-1-Form w auf P, deren Kriimmungs-2-Form

i = z%(m; o 7)*F
erfiillt, von der Form w = 7*w fiir eine Zusammenhangs-1-Form w auf P mit

dw = ifmpl ist.

Wir erhalten also fiir jede elektromagnetische Feldstiarke-2-Form F' eine bestimmte
Klasse von Zusammenhangs-1-Formen @ auf P, die wir basische Zusammenhangs-1-
Formen zu F' nennen.
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Lemma 4.4 Sei ¥ : M — E ein :S’chm'tt und w eine basische Zusammenhangs-1-Form
auf P mit kovarianter Ableitung V. Dann gilt

W ist ein Bargmannschnitt der Masse m < @5\11 = z%\If

Bewezs.
Sei opy : M — P :oy(x) = (x,0(x)) ein Schnitt von P. Wir definieren einen Schnitt
7: M — P durch

7(y) == (y, (0 op)(y) = (y,0(p(y))), Yy € M,

der die Eigenschaft hat, auf den Fasern von M konstante Werte o(p(y)) in der zweiten
Komponente zuzuweisen. Das folgende Diagramm ist also wohldefiniert und kommu-
tativ:

M - P

pl lq—r
M 2, p
Der Schnitt ¥ 148t sich darstellen als

U=[rv] ¥ :M-C.

Zur basischen Zusammenhangs-1-Form @ gehoért genau eine Zusammenhangs-1-Form
w auf P, sodafl = 7w gilt. Wir berechnen

Vel =

da ja (p*oi,;w)(§) = 0. Schlieflich folgt

Vel =i 0 & ((T,) =i7 0,

v

'Lﬁ?"
&S oV, =e " U,

< Uist ein Bargmannschnitt der Masse m. O

Lemma 4.5 Sei w eine basische Zusammenhangs-1-Form auf P mit kovarianter Ab-
leitung V und X € X(M) ein rechtsinvariantes Vektorfeld auf M, d.h. [, X] = 0 <
0 X = X, Vr € R, vgl. Seite 71 . Dann gilt

Vi Ve = VeV
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Beweis.
Wir verwenden den Schnitt 7 : Ml — P aus dem vorigen Beweis und schreiben fiir einen
Schnitt ¥ : M — E wieder ¥ = [, U], ¥, : M — C. Zur basischen Zusammenhangs-
1-Form @ gehort genau eine Zusammenhangs-1-Form w auf P, sodafl v = 7*w gilt, und
das rechtsinvariante X projiziert auf ein X' € X(M). Dann gilt

@Xﬁg\lf = @X[Taf(qu)]
= [1 X(E(Vr)) + (p o) (X)E(Y)]
= [1E(X(¥)) + (ohw)(X1) o p £(¥7)]
= [LEX (W) + (03) (X)) o p V)]
= Velr. X(¥) + (5 03) (X) ¥
= VeVxVU. O

Die Schrédingergleichungen auf M:

Definition 4.5 (Schrédinger-Bargmann-Differentialoperator) Sei (M, p, M, g)
eine Bargmann-Mannigfaltigkeit mit zugehorigem Levi-Civita-Zusammenhang V, F ein
elektromagnetischer Feldstédrketensor auf M und @ eine basische Zusammenhangs-1-
Form zu F' mit kovarianter Ableitung V. Sei weiters b = (by, ba, bg, by, bs) : Ml — L(M)
ein paralleler Orthonormalrahmen auf M, also

_ 1, 0 .,
Vb=0 und g@f,p):( Lo ) = ()

Der Operator

A

D= Zi:l 77'/1/ @by@by

heifit Schrodinger-Bargmann-Differentialoperator zu w. Die zugehorige Schridinger-
gleichung fiir Bargmannschnitte ¥ : Ml — [E der Masse m lautet

DU = 0.

Satz 4.4 FEs gelten

(1) Der Schridinger-Bargmann-Differentialoperator ist unabhingig vom gewdhlten
parallelen Orthonormalrahmen.

(2) Seib: M — Gal(M) ein inertialer Rahmen der induzierten Galileischen Mannig-
faltigkeit (M,0,g,V) und

b' = (¢,b},bl, bl bl) : M — Barg(M)
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der geliftete Bargmannrahmen. Dann lifst sich der Schrédinger-Bargmann-Differ-
entialoperator D schreiben als

3

D=2V, @ +) tﬁb,g, (4.8)

k=1

sodafS die Schrédingergleichung fiir Bargmannschnitte U : M — E der Masse m

(4.9)

Moo

ih@bg U= —

h_
2m

e

lautet.

Beweis.
(1) Seib’ = (b, bl b5, b}, bl) : M — L(M) ein weiterer paralleler Orthonormalrahmen
auf M. Dann gibt es eine Matrix P € O(4,1), d.h. P'nP = PnP' = n, soda§ b’ = bP
gilt. Man erhéalt

5 5
ZT}VV beyvbry = Z P,fnw/(Pt>Z prvbg
v=1 v,p,0=1
5
= Z (P?]Pt)g prvbg
p,o=1

5
= anpvbpvbp. O
p=1

(2) Seib: M — Gal(M) ein inertialer Rahmen der induzierten Galileischen Mannig-
faltigkeit (M, 6,9, V) und b' = (¢£,b},bl, bl b}) : M — Barg(M) der geliftete Barg-
mannrahmen.

Wir definieren durch b := (b}, b}, b}, by, bs) mit

b4 = —(bT +€)

&l

bs (b) — )

E
einen parallelen Orthonormalrahmen auf M, mit dem wir den Schrédinger-Bargmann-
Differentialoperator darstellen kénnen.

3
A 1 - A
D = §(ng+svbg+s bT Z

k=1



78 KAPITEL 4. DIE THEORIE AUF BARGMANN-MANNIGFALTIGKEITEN

nach Lemma 4.5 und der Tatsache, da b} rechtsinvariant ist. Gleichung (4.9) folgt aus
Lemma 4.4. O

Verbindung zu den Schrédingergleichungen auf M:

Ahnlich zur Vorgangsweise im Kapitel 3 wird in diesem Abschnitt durch Einschrénkung
eines Bargmannschnittes, der Losung der Schrodingergleichung ist, auf eine geeignete,
zu M diffeomorphe Untermannigfaltigkeit von M ein Schnitt von £ =5 M induziert,
der die Schrédingergleichung auf M zu einem bestimmten inertialen Beobachter 16st.
In Kapitel 3 erfiillten die zu M diffeomorphen Blétter b(M) C Gal(M), b inertialer
Rahmen, die dort analog gestellte Aufgabe. Das erste Ziel dieses Abschnittes ist es, zu
jedem inertialen Rahmen b der induzierten Galileischen Mannigfaltigkeit (M, 6, g, V)
einer Bargmann-Mannigfaltigkeit (M, p, M, g) dhnlich geeignete, zu M diffeomorphe
Untermannigfaltigkeit von M zu finden.

Definition und Satz 4.2 (inertiale Zusammenhangs-1-Formen)
Sei (M, p, M,g) eine Bargmann-Mannigfaltigkeit, (M,0,g,V) die induzierte Ga-
lileische Mannigfaltigkeit, b : M — Gal(M) ein inertialer Rahmen derselben und

b = (¢,bj, b}, b), bl) : M — Barg(M)
der geliftete Bargmannrahmen. Die 1-Form

6 = g(b(T)v )

auf M heifit inertiale Zusammenhangs-1-Form des R-Prinzipalfaserbiindels (M, p, M)
zum inertialen Rahmen 0. Sie definiert einen kriimmungsfreien Zusammenhang auf
(M, p, M') und daher auch eine Bldtterung in zu M diffeomorphe Integralmannigfaltig-
keiten I(3) C M. Die Vektorfelder b, v =0, ..., 3 sind tangential an die Integralman-
nigfaltigkeiten (/).

Beweis.
Die Liealgebra von (R, +) ist R, die 1-Form § nimmt also die richtigen Werte fiir eine
Zusammenhangs-1-Form des R-Prinzipalfaserbiindels (M, p, M) an. Nach [Kobl, p.64]
geniigt es zu zeigen, dafl

(1) B(A*) = A, VA € Lie(R) = R mit A* das zu A gehorende fundamentale, vertikale
Vektorfeld auf M, vgl.[Kobl, p.51, p.63],
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(2) 03 =B, ¥r € R mit 6, : M — M Rechtsoperation der Strukturgruppe R auf M,

damit 3 eine Zusammenhangs-1-Form auf M ist. Jedes fundamentale, vertikale Vek-
torfeld A* auf Ml zu A € Lie(R) = R ist aber, auf Grund der Eindimensionalitét von
Lie(R) = R, ein Vielfaches A* = A von £ = 1*. Daher gilt

B(A*) = g(b), A*) = Ag(bj, &) = A.

Wegen der Rechtsinvarianz von g und b(T) ist auch § = g(bg, .) rechtsinvariant, vgl.
Rechnung zur Rechtsinvarianz von g(¢,.) Seite 63. Somit sind (1) und (2) erfiillt. Die
Kritmmungsfreiheit df = d(g(b/,.)) = 0 folgt aus der Parallelitit von g und b} bzgl.
dem Levi-Civita-Zusammenhang von M, vgl. Rechnung zur Geschlossenheit von g(¢&, .)
Seite 64. Auf Grund der Parakompaktheit und des einfachen Zusammenhangs von M
kann man [Kobl, Corollary 9.2., p.92] verwenden, sodafl M mit dem zu 3 gehérenden
Zusammenhang isomorph zu M x R mit dem kanonisch flachen Zusammenhang ist.
Die Bilder von M x {r}, r € R unter diesem Isomorphismus sind die Integralmannig-
faltigkeiten 1(3) C M von (. Die Vektorfelder b!, v = 0,...,3 sind tangential an die
Integralmannigfaltigkeiten I(3), da fiir den gelifteten Bargmannrahmen gilt, daf

B(bl) =g(bl,bl)=0,¥v=0,..,3. O

Beachte , daf} die inertiale Zusammenhangs-1-Form [ zu einem inertialen
Rahmen b = (b, by, b2, b3) nur vom parallelen Geschwindigkeitsvektorfeld b,
aus b abhéngt, vgl. die Bemerkung auf Seite 34.

Der néchste Satz zeigt, wie sich die zugehorigen Integralmannigfaltigkeiten bei einem
Wechsel des inertialen Rahmens dndern.

Satz 4.5 Sei (M, p, M, g) eine Bargmann-Mannigfaltigkeit, (M, 0,9,V ) die induzierte
Galileische Mannigfaltigkeit, b, b': M — Gal(M) zwei inertiale Rahmen mit inertialen
Zusammenhangs-1-Formen (3,3 und I(3), [(5') Integralmannigfaltigkeiten von 3 bzw.
(G'. Die beiden inertialen Rahmen sind durch eine Matrixz v € T' verkniipft:

@’:@w:(j} g),vzwl,vz,vsremReO<3>'
Weiters seien fir p = 0,1,2,3 x*: M — R die bis auf eine additive Konstante be-
stimmten Funktionen auf M, die de* = B*, Vi =0,1,2,3 erfillen, wobei (B*),—01,23
der duale Rahmen zu b ist.

Dann gibt es eine reelle Zahl ¢ € R, sodaf$ sich 1(3) bijektiv durch die Funktion f auf
I(B') abbilden lift:

feolg — I(B)
y — fly):= 59(p(y))<y)a mit
v? i
g:- M — R:g::5x0— vFak 4 e

k=1
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Beweis.

Eine Abbildung f, die die Integralmannigfaltigkeiten von zwei Zusammenhangs-1-
Formen (3, #’ ineinander abbildet, mu von der Form f(y) = d4(p(y)) (v) sein, d.h. durch
faserabhéngige Rechtsoperationen ausdriickbar sein. Weil Trivialisierungen mit den
Rechtsoperationen vertauschen, kann man die , Abstandsfunktion“ ¢ auch zwischen
den Bildern der Integralmannigfaltigkeiten bzgl. einer Trivialisierung berechnen. Sei
also @ : M xR — M eine Trivialisierung bzgl. 5, d.h. ®*( = dpre mit pro : M xR — R
die Projektion auf die zweite Komponente. Nach Lemma 4.3 148t sich §’ mittels des
gelifteten Bargmannrahmens von b berechnen als

6/ = g(bg7)
2

= glbh,.)+ Y vhg(bl,.) — S8lc..)

2
k=1
3 2
— ﬁ+ Ukp*Bk—Ep*BO.
k=1
Die letzte Gleichheit gilt, da sich die mit der Metrik g zu 1-Formen ,,gezogenen* Vektor-
felder b;, k =1,2,3 und ¢ durch die Riickholung der zu b dualen 1-Formen (B*),—01.2,3
mit p : M — M darstellen lassen als:
p*B¥ = g(bl,), k=1,2,3 (4.10)
B’ = g(&,.).
Dies laBt sich durch Auswerten auf b' sofort verifizieren. Wir fithren die Projektion

ri: M x R — M auf die erste Komponente ein, dann erhalten wir fiir die Trivialisie-
rung von 3’ bzgl. ® :

2

o5 = @*5+Z (po®)* —%(po@)*Bo

v?
= dpro + Z vPpri BY — EpTTBO.
k=1
Andererseits liegt ein Tangentialvektor v € Ti, (M x R), (z,7) € M x R genau dann
im horizontalen Unterraum Hy, (M X R) = ker(®*f, ) bzgl. der mit ®* nach M xR
transportierten Zusammenhangs-1-Form ®*(', falls gilt, daf3

darypra(v) = dog(Timypri(v)). (4.11)

Denn fiir jedes s € R bildet die Abbildung idy x (g +s) : M — M x R die Mannig-
faltigkeit M in das Bild einer Integralmannigfaltigkeit 7(3’) bzgl. der Trivialisierung ®

!

ab. Fiir Tangentialvektoren v € H(M)(M x R) gilt dann fiir geeignets s € R:
v =Ty(idp % (g + 8))(Tzmpri(v)). (4.12)
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Umgekehrt liegt auch jeder Tangentialvektoren v € T(, (M x R), der Gleichung (4.12)
erfilllt, in H E%T)(M x R). Wendet man auf beide Seiten dieser Gleichung d(, ,yprs an,
wodurch ihre Losungsmenge nicht verdndert wird, so erhédlt man Gleichung (4.11). Aus

der Eigenschaft, dafl &*3’ fundamentale vertikale Vektorfelder A* zu A € Lie(R) = R
auf A abbildet, folgt schliellich

O3 = dpry — pridg.

Wir erhalten insgesamt

3 2
* * U *
—pridg = E vkprlBk—EprlBo
k=1

3 2
. v
= pri( E v BF — ?BO)'
k=1

Weil prq surjektiv ist, ist prj injektiv, sodafl wir gemeinsam mit der Eigenschaft dz# =
B*, Yu=0,1,2,3 der Funktionen x* folgern, daf}

3 2
dg = = v'B*+ =B
k=1

3 U2
= — Z vPda + deo.
k=1
Nachdem M wegzusammenhédngend ist, gibt es genau ein ¢ € R mit
v? >
_ V.o _ k., .k
g = 5 T ;v ¥ +c. O

Wir betrachten als nichstes Bargmannschnitte ¥ : Ml — E der Masse m. Wéhlt
man auf M einen inertialen Rahmen b : M — Gal(M) so hat man iiber die zugehori-
ge inertiale Zusammenhangs-1-Form [ eine Bliatterung von M in zu M diffeomorphe
Integralmannigfaltigkeiten (). Diese Integralmannigfaltigkeiten unterscheiden sich
untereinander auf Grund der Rechtsinvarianz von ( nur durch eine konstante Rechts-
operation, d.h. zu zwei Integralmannigfaltigkeiten I1 () und I5(3) zum selben 3 gibt es
genau ein r € R, sodaf I(5) = 0,([1(5)) gilt. Weil I,(5) und I5(3) Integralmannigfal-
tigkeiten von einer Zusammenhangs-1-Form 3 des Prinzipalfaserbiindels M % M sind,
gibt es Schnitte s1,$5 : M — M, die M diffeomorph auf I;(3) bzw. I5(3) abbilden,
also s1(M) = I(f) und so(M) = I((). Beziiglich der im obigen Beweis auftreten-
den Trivialisierung ® lassen sich diese Schnitte als Schnitte konstanter Hohe schreiben:
si=®o(idy X1;), i =1,2mit idy xr; : M — M XR: (idp x1i)(x) = (x,1;), r; € R,
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Zu jedem Bargmannschnitt ¥ : Ml — E der Masse m gibt es daher nach Auswahl ei-
ner Integralmannigfaltigkeit /() der inertialen Zusammenhangs-1-Form [ zu b genau
einen Schnitt ¥, : M — E, der das folgende Diagramm kommutativ macht

E . E

g Tm

M «—— M

wobei s : M — M der Schnitt ist, der M auf I(/3) abbildet. Aus dem Diagramm liest
man ab, dal ¥, = 1o Vo s.

Wéhlt man eine andere Integralmannigfaltigkeit I'(3) = 6,.(I(3)) der inertialen Zusam-
menhangs-1-Form 3 von b, so unterscheidet sich das so entstehende ¥ auf Grund der
Transformationseigenschaft von Bargmannschnitten der Masse m entlang den Fasern
von M nur um eine globale Phasentransformation exp(ifflr) von Wy

\IJ'Q = exp(i%r)\llb.
& Da globale Phasentransformationen von Schnitten die Berechnung von Erwartnungs-
werten nicht beeinflussen, werden wir im Folgenden oft von dem statt einem Schnitt
U, : M — E von ¥ zum inertialen Rahmen b sprechen. Zu zwei Schnitten ¥, ® : Ml — E
sind unter den Schnitten W, ¥, : M — E immer die induzierten Schnitte zur selben
Integralmannigfaltigkeit (/) der inertialen Zusammenhangs-1-Form (3 zu b gemeint! &

Der folgende Satz legt nun die Verbindung zwischen den Bargmannschnitten, die
Losung einer Schrodingergleichung auf M sind, und den Lésungen der Schrodingerglei-
chungen auf M Kklar.

Satz 4.6 Sei (M, p, M,g) eine Bargmann-Mannigfaltigkeit, F' ein elektromagnetischer
Feldstirketensor auf M, @ eine basische Zusammenhangs-1-Form zu F und D der
Schrédinger- Bargmann-Differentialoperator zu w. Sei weiters ¥ : M — [E ein Barg-
mannschnitt und b ein inertialer Rahmen der induzierten Galileischen Mannigfaltigkeit
(M,0,9V). Dann gilt

(1) Ist W Losung der Schriodingergleichung zum Schridinger-Bargmann-Differential-
operator D, so ist der induzierte Schnitt W, : M — E von U zum inertialen
Rahmen b Lésung der Schridingergleichung zum Schriodingerdifferentialopera-
tor Dy mit Masse m und w der eindeutig durch w = 7w zu w gehorenden
Zusammenhangs-1-Form, auf P.

DV =0 = Dy, = 0.
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(2)

Sei V' : M — Gal(M) ein weiterer inertialer Rahmen, der durch eine Matriz
v €' mit b verkniipft ist

Q/:Q%VZ(i %),v—(vlv ) e R?, R € O(3).

Weiters seien fiir p = 0,1,2,3 a* : M — R die bis auf eine additive Konstan-
te bestimmten Funktionen auf M, die dz* = B*, Yu = 0,1,2,3 erfillen, wobei
(B")u=01,2,3 der duale Rahmen zu b ist. Dann gilt, daf$ die induzierten Schnitte
Uy, Wy : M — E von U zu den inertialen Rahmen b,b" durch folgende Transfor-
mation miteinander verknipft sind

Uy = €Wy, | mit gpz% %x —va +c¢), ce R

Sei b ein inertialer Rahmen auf M und w eine Zusammenhangs-1-Form zu F auf
P. Sei weiters Wy, : M — E eine Lésung der Schriodingergleichung DV, = 0 mit
Masse m. Dann gibt es (bis auf eine globale Phase) genau einen Bargmannschnitt
®: M — E der Masse m, der Losung der Schridingergleichung D® =0 ist und
O, = uV, fir ein u € U(1) erfillt, wobei die zur Definition von D verwendete
Zusammemhangs-1-Form w 1= 7w ist.

Beweis.

(1)

Analoge Argumentation wie bei der Herleitung der Gleichung (3.5):

Die Vektorfelder bl, v = 0,...,3 des gelifteten Bargmannrahmens b' eines iner-
tialen Rahmens b auf M sind tangential an die Integralmannigfaltigkeiten I()
der inertialen Zusammenhangs-1-Form 3 von b und sie projizieren auf die Vek-
torfelder b, des inertialen Rahmens b von M. Der Schnitt ist s : M — I(3), der
M diffeomorph auf ein I(/3) abbildet (mit Umkehrabbildung p|;(s)), bildet die b,
auf die b], ab. Die Einschrinkung der Zusammenhangs-1-Form @ auf I(3) x U(1)
entspricht der Zusammenhangs-1-Form w auf P = M x U(1) unter dem Prin-
zipalfaserisomorphismus s X idy(py : P — I(f) x U(1). Mit den Bezeichnungen
V fiir die zu @ gehorende kovariante Ableitung und V fiir die zu w gehorende
kovariante Ableitung folgt nach analoger Rechnung wie bei der Herleitung der
Gleichung (3.5) die Formel

(Vo) = V3, Uy, Y =0,...,3. (4.13)

Behauptung (1) erhédlt man schliefllich mittels der Darstellung des Schrodinger-
Bargmann-Differentialoperator aus Satz 4.4 (2) und durch mehrmaliges Anwen-
den von (4.13).
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(2) Folgt direkt aus Satz 4.5 und der Transformationseigenschaft (4.6) von Barg-
mannschnitten der Masse m entlang den Fasern von M.

(3) Sei B die zu b gehorende inertiale Zusammenhangs-1-Form auf M, I(3) eine
Integralmannigfaltigkeit von 8 und s : M — M der Schnitt, der M auf I(5)
abbildet. Wir definieren die Einschrinkung des gesuchten ® auf I((3) eindeutig
durch 7o ® o s = ¥,. Entlang den Fasern a8t sich ®|;(5) nun eindeutig zu einem
Bargmannschnitt ¢ der Masse m erweitern. Es folgt ®, = uW, fiir ein u € U(1).
Verwende nun die Darstellung (4.8) bzw. (4.9) des Schrodinger-Bargmann-
Differentialoperator D beziiglich des inertialen Rahmens b. Der Schnitt D&
ist ein Bargmannschnitt der Masse m auf Grund der Rechtsinvarianz der
Vektorfelder bl und der basischen Konstruktion von @ := 7*w. Somit geniigt
es die Einschriinkung von D& auf eine Integralmannigfaltigkeit () von 3 zu
betrachten, die aber eindeutig durch den induzierten Schnitt (D®), : M — E
charakterisiert ist. Durch mehrmaliges Anwenden der Formel (4.13) folgt nun
aber DO =0. O

FOLGERUNG:
Die Losungsmengen der Schrodingergleichungen

DV = 0, ¥ : M — E Bargmannschnitt der Masse m,

auf M zu gegebenem F haben also dieselbe Méchtigkeit wie die entsprechenden
Loésungsmengen der Schrodingergleichungen mit Masse m

DyVv=0,¥:M— F,

auf M zum selben F', und sie konnen durch feste Wahl von 7(3) bijektiv ineinander
iibergefithrt werden!

4.3 Orts- und Impulserwartungswerte

Definition der Orts- und Impulsoperatoren zu einen inertialen Beobachter:
Sei b ein inertialer Rahmen der induzierten Galileischen Mannigfaltigkeit (M, 6, g, V)
einer Bargmann-Mannigfaltigkeit (M, p, M,g) und B der dazu duale Rahmen. Seien
weiters fiir p = 0,1,2,3 a* : M — R die bis auf eine additive Konstante bestimm-
ten Funktionen auf M, die dz* = B*, Vu = 0,1,2,3 erfiillen. Wir bezeichnen mit
Barg™(E) die Menge der Bargmannschnitte zur Masse m von E und definieren fiir
a = 1,2,3 die Ortsoperatoren X* zum gewihlten inertialen Beobachter mit ., Ur-
sprung durch

X*: Barg™(E) — Barg™(E)
U — XYU):=pz® V= (20p) V.
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Sei b! = (&, bg, b{, bg, bg) der geliftete Bargmannrahmen von b, w eine basische Zusam-
menhangs-1-Form zu einem gegebenen elektromagnetischen Feldstérketensor F' auf M
und V die dazugehérende kovariante Ableitung. Wir definieren unter diesen Voraus-
setzungen fiir a = 1,2, 3 die Impulsoperatoren P® durch

P®: Barg™(E) — Barg™(E)
U o PYY) = —inV, U,

wobei auf Grund der Rechtsinvarianz der Vektorfelder bl und der basischen Konstruk-
tion von w sichergestellt ist, dal V ;¥ wieder ein Bargmannschnitt zur Masse m ist.

Definition und Satz 4.3 (Erwartungswerte) Sei ¥ : M — E eine auf 1 normierte
Wellenfunktion eines spinlosen Teilchens der Masse m und ¥ C M ein instantaner
Raum. Der Erwartungswert E(O, 3, V) eines Operators O : Barg(E) — Barg(E) (z.B.
Orts- oder Impulsoperator bzw. Linearkombinationen von Produkten von diesen) zum
Zeitpunkt > und zur Wellenfunktion W ist definiert als:

BO.2 %)= [ (5,000)uls sl

Fiir die Erwartunswerte der Orts- und Impulsoperatoren gilt:

E(X* 3, 0) = E(X% X, 1,), Va=1,2,3, (4.14)
E(P®, %, 0) = E(P%%,0,), Va=1,2,3, (4.15)

wobei die X* die Ortsoperatoren auf M zu den Funktionen z* sind, die auch zur
Definition der X verwendet wurden, und die P die Impulsoperatoren auf M zum
selben inertialen Rahmen b sind, der auch zur Definition der P* verwendet wurde, und
zur Zusammenhangs-1-Form w, die eindeutig durch w = 7*w zur Zusammenhangs-1-
Form @ gehort, die zur Definition der P, a = 1,2, 3 verwendet wurde.

SchlieBlich gehorchen die Orts- und Impulserwartungswerte der Wellenfunktionen eines
spinlosen Teilchens der Masse m den gewiinschten Transformationsregeln bei Wechsel
des inertialen Rahmens, vgl. Gleichungen (2.24) und (2.25).

Bewezs.
Verwende fiir zwei Bargmannschnitte W, ® : Ml — E, einen inertialen Rahmen b und
einen instantanen Raum X die Gleichungen:

(W, Pls = (Yo)x, (Pp)s)
und
((z%0p) W), = 2"y
= X%¥y),
—in(Vy0)y = —ihV), T,

= Py,
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mit V der zu w gehorenden kovarianten Ableitung. Die gewiinschten Transformati-
onsregeln der Orts- und Impulserwartungswerte der Wellenfunktionen eines spinlosen
Teilchens der Masse m folgen direkt aus den Gleichungen (4.14), (4.15) und dem
Transformationsverhalten der induzierten Schnitte W, bei Wechsel des inertialen
Rahmens, vgl. Satz 4.6 (2). O

Bemerkung zur Definition der Impulsoperatoren:

Die oben verwendete Definition der Impulsoperatoren P® zu einem inertialen Rah-
men b und zu einer basischen Zusammenhangs-1-Form @ eines elektromagnetischen
Feldstarketensors F' auf M hat einen groflen Vorteil gegeniiber den Impulsoperatoren
P® aus dem zweiten Kapitel:

Die Impulsoperatoren P* transformieren richtig bei Wechsel des inertialen
Rahmens b.

Um zu erklaren, was ,richtig” ist, betrachten wir die Impulsoperatoren auf einer Gali-
leischen Mannigfaltigkeit bzgl. einem Punktteilchen der Masse m. Sei also (M, 0, g, V)
eine Galileische Mannigfaltigkeit, b ein inertialer Rahmen mit dualem Rahmen B =
(B°, B, B2, B?)! und ¥ ein instantaner Raum. Wir wissen B? = 6. Die Weltlinie eines
Teilchens kann immer durch eine zeitangepafite Kurve dargestellt werden:

d:ICR— M, 0(6(s) =1, Vsel.

Die zum inertialen Rahmen b gehérenden Impulsoperatoren Pg e AY (M), a=1,2,3
sind 1-Formen auf M und definiert durch

Py := mB*".

Die a-te Impulskomponente bzgl. b zum Zeitpunkt ¥ (X N (1) # 0) ist erkliart durch

PZ(d(SE))>

wobei sy, der eindeutige Parameterwert ist, fiir den §(sy) € X gilt. Der springende
Punkt an diesen Definitionen ist, daf man mit dem inertialen Dualrahmen B arbeitet
und nicht mit dem Rahmen ! Man kann daher gleich mit einem inertialen Dualrahmen
B starten, d.h. mit einem Schnitt B : M — Gal*(M) C L*(M) (duales Biindel zu
Gal(M) bzw. L(M)) mit den Eigenschaften

h(B,Bt):(g fg) und VB =0,

wobei h die von ¢ eindeutig induzierte symmetrische Bilinearform auf 77*(M) ist, vgl.
Satz 1.1.
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Transformationseigenschaften.:
Hat man zwei inertiale Rahmen b und b" die durch eine Matrix v € ' mit einander
verkniipft sind

;o (10

so transformieren die entsprechenden inertialen Dualrahmen B und B’ mit der Matrix
-1
v el

T 1 0
§_7 Eaf-}/ _(—R1U Rfl .

Daraus ergibt sich das Transformationsverhalten der Impulsoperatoren zu

3
w=—mR )"0+ (R7);P} (4.17)
b=1

: : : 1
und speziell fiir einen reinen ,boost* v = ( y 10 )
3

g, = —mv* + Pg.

Fiir die a-ten Impulskomponenten bzgl. b bzw. b’ zum Zeitpunkt ¥ erhélt man den
Zusammenhang (wiederum fiir einen reinen ,,boost*)

Py (d(ss)) = (—mu® 0 + Py)(d(sx)) = —mo® + Py (0(sx)). (4.18)

Die Impulsoperatoren P* = —inV,, (V bezeichnet die kovariante Ableitung von
Schnitten in F, vgl. minimale Kopplung) aus dem zweiten Kapitel sind allerdings nicht
iiber 1-Formen aus einem inertialen Dualrahmen sondern iiber die Vektorfelder eines
inertialen Rahmens definiert, der nach Gleichung (4.16) transformiert. Betrachtet
man etwa einen reinen ,boost* so dndern sich die Vektoren b/, = b, und mit ihnen
die entsprechenden Impulsoperatoren P® = P nicht. Um dennoch ein Transfor-
mationsverhalten analog zu (4.18) fiir die Erwartungswerte der Impulsoperatoren
P'* = P zu erhalten, vgl. Gleichung (2.25), miissen die Wellenfunktionen von inertia-
lem Beobachter zu inertialem Beobachter entsprechend verédndert werden, vgl. Seite 37.

Die Impulsoperatoren
P* = —ihV,; : Barg™(E) — Barg™(E)

sind zwar ebenfalls iiber Vektorfelder definiert und nicht iiber 1-Formen, aber die ver-
wendeten Vektorfelder bl aus dem gelifteten Bargmannrahmen eines inertialen Rah-
mens b auf M transformieren bei Wechsel vom inertialen Rahmen b zu einem inertialen
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Rahmen b’ = by, v = ( 11} 1?% ) anders, siehe Lemma 4.3. Fiir die Impulsoperatoren

P’* zum inertialen Rahmen b" bei unverinderter basischer Zusammenhangs-1-Form &
mit kovarianter Ableitung V erhalten wir daher

P = —m(R 'w)Id + Zgj(Rl)g P° (4.19)
b=1
aus der Rechnung
P = —inVy,
= IV rpe sy
= —z'thR,lv)a£+(R,1)gbg], (Summe iiber b =1,2,3.)

3
= ih(R™)*V¢ — ih Z(R—l)g@bg

b=1

3
= —m(R )" Id+ Y (R P,
b=1

wobei verwendet wurde, dafl nach Lemma 4.4 @5\11 = ¢V fiir Bargmannschnitte

U der Masse m gilt, und Id : Barg™(E) — Barg™(E) die Identitdtsoperation
bezeichnet. Man erhélt also das zu Gleichung (4.17) analoge Transformationsverhalten
der Impulsoperatoren, das wir als ,richtig” bezeichnen.

Schliefflich bietet die Struktur einer Bargmann-Mannigfaltigkeit, die Moglichkeit, die
Impulsoperatoren P*, ohne Umweg iiber inertiale Rahmen, direkt zu einem inertialen
Dualrahmen B = (B°, B!, B%, B3)! auf M zu definieren:

Ausgehend von einer 1-Form B%, a € {1, 2,3} aus B bilden wir deren Riickholung p*B*
auf M bzgl. p : M — M. Mit der nicht-entarteten Metrik g auf M konnen wir dieser 1-
Form genau ein Vektorfeld Y* € X(M) zuordnen. Nach Gleichung (4.10) ist Y* gerade
das a-te Vektorfeld des gelifteten Bargmannrahmens b' des zu B gehérenden inertialen
Rahmens b. Definieren wir also, nach Wahl einer basischen Zusammenhangs-1-Form @
mit kovarianter Ableitung V, den zu B® gehorenden Impulsoperator P durch

P% := —ihVya,

so erhalten wir gerade den a-ten Impulsoperator zum inertialen Rahmen b und zur
basischen Zusammenhangs-1-Form @ von Seite 85. Ordnet man weiters der Zeit-1-Form
0 den Identitatsoperator Id zu, so erhélt man die gewiinschte Aquivarianz zwischen den
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Impulsoperatoren auf der Galileischen Mannigfaltigkeit und jenen auf der Bargmann-
Mannigfaltigkeit, ndmlich

3

mB® = —m(R )"0+ Z(R_l)g mBP
b=1
3
P = —m(R')'Id+ Y (R);P".
b=1

4.4 Das Stromdichtevektorfeld

In diesem Abschnitt zeigen wir, dal im Rahmen der Theorie auf einer Bargmann-
Mannigfaltigkeit das Stromdichtevektorfeld j € X(M) einer Wellenfunktion ¥ : Ml — E
ohne Wahl eines inertialen Beobachters definiert werden kann.

Sei also (M, p, M,g) eine Bargmann-Mannigfaltigkeit, F' ein elektromagnetischer
Feldstéarketensor auf M, @ eine basische Zusammenhangs-1-Form zu F' mit kovarianter
Ableitung V und ¥ : M — E Wellenfunktion eines spinlosen Teilchens der Masse m.
Wir definieren die komplexwertige 1-Form (¥, V¥)g auf M durch

(U, V¥)p(v) = (U(y), V,¥)g, Yy € M, v € T,(M)

und bezeichnen deren komplexe Konjugation mit (¥, V). Als niichsten Schritt defi-
nieren wir eine reellwertige 1-Form o € A (M) auf M:

—ig= (W, V) — (U, V).

=

Auf Grund der basischen Konstruktion von w, der charakteristischen Eigenschaft (4.6)
von Bargmannschnitten und der Sesquilinearitit von (.,.)p ist « rechtsinvariant bzgl.
der Operation der Strukturgruppe (R, +) auf M, also

opa =a, Vr e R.

Mit Hilfe der nicht-entarteten Metrik g auf M 148t sich nun der 1-Form « genau ein
Vektorfeld jp € X(M) zuordnen:

a=:g(jp,.)-
Dieses Vektorfeld ist wiederum rechtsinvariant, d.h.

(&”)*jB = jp, Vr € R. (420)
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Denn es gilt 0%[g(j5,.)] = g(JB,.), Vr € R, und daraus folgt fiir ein beliebiges Vektorfeld
X € X(M), daB

o,lg(jm, (X)) = gl(ip,(6,)«X) 00,
= 8((6:)(0-r)xiB; (6-):X) 0 0y
= (0;8)((0-1)wjB, X)
= g((0-r)xjB, X)
= g(jn, X).

Da g nicht entartet ist und X € X(M) beliebig war, folgt (d_,).jp = jp, Vr € R,
womit (4.20) gezeigt ist. Wegen der Rechtsinvarianz projiziert jp wohldefiniert auf ein
Vektorfeld j € X(M), das wir das Stromdichtevektorfeld der Wellenfunktion W
nennen. Es gilt

j(x) = Typ(is(y)), fir einy € p~'(x), Vo € M.

Im Folgenden zeigen wir, dafl durch diese Definition von j das iibliche Stromdichtevek-
torfeld, vgl. etwa [Gal2, p.203] rekonstruiert wurde:

Sei b : M — Gal(M) ein inertialer Rahmen der induzierten Galileischen Mannigfal-
tigkeit (M, 6, g, V) und b' = (¢, bg, bl.bl, bg) der geliftete Bargmannrahmen von b mit
Dualrahmen B' = (2, B}, B], B}, B))". Dann gilt

Aus der einfachen Gestalt von

01
g(bhH,bh =11 0
0 0
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148t sich jp berechnen zu

3
jn = =i (D0, Yy W)s = (,V, W) ) by +
k=1

+ <‘I’ﬁbg‘1’>3 — (7, @bg‘l% )€+

+ @2, W) b} )
Wir verwenden nun, siche (4.13), da8

(0, @waB = (U, V3, 1) o

gilt, wobei fiir zwei beliebige Schnitte ¥, &, : M — E die komplexwertige Funktion

(U, @) : M — C durch
(T, @p)(2) = (Ty(z), Py(x)), Vo € M

definiert wurde, und V die kovariante Ableitung zu w (& = 7*w) bezeichnet. Weiters
definieren wir die zu ¥ gehorende Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte p : M — R
durch

p = <lev \II>M

Es folgt sofort p = (¥,, Up). SchlieBlich erhalten wir

3
. R
J=pby — ey E \Ijba ka\I/b <\Ijba ka\IIQ ) b
k=1

was 7zu zeigen war.

FOLGERUNG:
Die Rechnung zeigt auch, daf§ der Ausdruck

3
(Wy, Wy) by — i > (W, Vi, Uy) — (U, Vi Ty) ) by

unabhéngig vom gewihlten inertialen Beobachter b ist, sofern fiir die ¥}, immer die
entsprechenden Wellenfunktionen zum jeweiligen inertialen Beobachter b eingesetzt
werden, vgl. Seite 37.
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4.5 Die Bargmann-Mannigfaltigkeiten zu M

In diesem Abschnitt zeigen wir, dafl man bei Vorgabe einer Galileischen Mannigfaltig-
keit G = (M, 0,9, V) immer eine Bargmann-Mannigfaltigkeit B = (M, p, M, g) finden
kann, deren induzierte Galileische Mannigfaltigkeit Gz gleich G ist. Die Bargmann-
Mannigfaltigkeit B ist allerdings nicht eindeutig, alle Bargmann-Mannigfaltigkeiten B
mit obiger Eigenschaft sind aber isomorph zueinander. Eine exaktere Formulierung gibt
der folgende

Satz 4.7 Sei G = (M,0,q,V) eine (vollstindige) Galileische Mannigfaltigkeit. Dann
gilt
(1) Es gibt eine (vollstindige) Bargmann-Mannigfaltigkeit B = (M, p, M, g), sodafs
deren induzierte Galileische Mannigfaltigkeit Gg gleich G ist.

(2) Jedes weitere (R, +)-Prinzipalfaserbindel (M, p’, M) diber M lifit sich zu einer
(vollstindigen) Bargmann-Mannigfaltigkeit B = (M, p', M, g') erweitern, sodajs
deren induzierte Galileische Mannigfaltigkeit Gg: gleich G ist.

(3) Je zwei Bargmann-Mannigfaltigkeiten B = (M, p, M,g) und B' = (M, p’, M, g'),
deren induzierte Galileische Mannigfaltigkeit gleich G ist, sind isomorph zuein-
ander.

Bewess.

(1) Wir definieren M := M x R und p := pr; : M — M die Projektion auf die erste
Komponente. Das Tripel (M, p, M) ist mit der kanonischen Rechtsoperation

0 MxR — M
(x,s),1) +— d((x,s),r):=00(x,8) = (z,s+7T)

ein (R, +)-Prinzipalfaserbiindel iiber M. Wir bezeichnen mit £ € X(M) das zu
1 € Lie(R) = R gehorende fundamentale, vertikale Vektorfeld auf M. Sei nun b :
M — Gal(M) ein inertialer Rahmen von G und b = (£, bop) der um & erweiterte
Rahmen von M. Wir identifizieren dabei ¥(x,r) € M x R die Tangentialrdume
Tery (M x R) mit der direkten Summe 7, (M) & T,.(R), vgl. [Ish, p.21] und Seite
67 dieser Ausarbeitung. Mit dem Rahmen b definieren wir eindeutig eine Metrik
g auf M mit Signatur (+, 4+, +, +, —):
0

g(bt’b) = 0

o~ O
S O+

13

Schliefilich definieren wir noch durch Vb = 0 eindeutig einen linearen Zusam-
menhang V auf M. V ist nach Definition kriimmungsfrei und vertréglich mit g.
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Weiters ist V torsionsfrei, weil sich der parallele Rahmen b lokal immer mittels
einer Karte ® : U — ®(U) C R® von M als b|y = 9 darstellen 1i8t. Verwende
namlich fiir & Karten vom Typ

P :=(popxpry) : Ui=p ' (U) — ®(U) C R,

mit (¢, U) inertiale Karte von G und pry : Ml — R die Projektion auf die zwei-
te Komponente. Auf Grund der Eindeutigkeit des Levi-Civita-Zusammenhangs
folgt, dal V der Levi-Civita-Zusammenhang von g ist. Die Vertriglichkeitsei-
genschaften g(¢,¢) = 0 und V¢ sind nach Definition von g und V erfiillt. Wir
haben also gezeigt, dafl B := (M, p, M, g) eine Bargmann-Mannigfaltigkeit ist.
Falls G eine vollstindige Galileische Mannigfaltigkeit ist, dann gibt es eine glo-
bale inertiale Karten, etwa ¢ : M — R* von M, sodaB in der zugehérigen
globalen Karte ® := (¢ op x pry) : M — R5 von M die Geoditengleichung fiir
vi(—€, ) > M, e>0

d*(® o)

dt?

lautet. Die Geodéten lassen sich also immer auf ganz R ausdehnen und entspre-
chen in der globalen Karte ® den Geraden im R°. Die Bargmann-Mannigfaltigkeit
B ist daher ebenfalls vollstéandig. Da b gerade der geliftete Bargmannrahmen b'
von b ist, folgt, durch Auswerten der Formeln (4.1) und (4.2) auf b und b, und
wegen der Parallelitdt von b, dafl die von B induzierte Galileische Mannigfaltigkeit
Gg gleich G ist.

Sei (M, p/', M) ein weiteres (R,+)-Prinzipalfaserbiindel iiber M. Nach [Dieu3,
p.5,80£,90] ist (M, p’, M) trivialisierbar, vgl. Seite 62 dieser Ausarbeitung, d.h. es
gibt einen Prinzipalfaserisomorphismus ® : M’ — M xR. Auf Ml = M x R haben
wir in (1) eine Metrik g definiert, die wir nun mit ® zu einer Metrik g’ := ®*g auf
M’ zuriickholen kénnen. Das Quadrupel B’ := (M, p’, M, g’) ist dann mit ana-
logen Argumenten zu (1) eine (vollstdndige) Bargmann-Mannigfaltigkeit, deren
induzierte Galileische Mannigfaltigkeit G gleich G ist. Verwende, dafl der auf M’
geliftete Bargmannrahmen b’ eines inertialen Rahmens b auf M der mit ® nach
M transportierte Rahmen (®~1),(b') des auf M gelifteten Bargmannrahmens b’
von b ist.

=0

Seien B = (M, p, M, g) und B’ = (M, p’, M, g’) zwei Bargmann-Mannigfaltigkei-
ten, deren induzierte Galileische Mannigfaltigkeit gleich G ist. Wir wéhlen auf M
einen inertialen Rahmen b und erhalten auf Ml bzw. M inertiale Zusammenhangs-
1-Formen 3 bzw. '. Es gibt dann zwei zugehorige Trivialisierungen ® : M —
M xRund ' : M’ - M x R, vgl. Beweis zu Definition und Satz 4.2. Die Tri-
vialisierungen ® und @’ definieren auf dem trivialen (R, 4)-Prinzipalfaserbiindel
(M x R, pro, M) iiber M mit der entsprechenden Konstruktion wie in (2) diesel-
be Struktur einer (vollstdndigen) Bargmann-Mannigfaltigkeit (M x R, pry, M, g).
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Schaltet man die Isomorphismen ®~! und ® zu ®~! o ®’ hintereinander, so erhélt
man den gewiinschten Isomorphismus zwischen M’ und M, der die Strukturen von
B' in die von B iiberfiihrt. O
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